Google 



This is a digital copy of a book thaï was preservcd for générations on library shclvcs before il was carcfully scanncd by Google as part of a projecl 

to makc the workl's books discovcrable online. 

Il lias survived long enough for the copyright lo expire and the book to enter the public domain. A publie domain book is one thaï was never subjeel 

lo copyright or whose légal copyright lerni lias expired. Whether a book is in the public domain may vary country locountry. Public domain books 

are our gateways lo the past. representing a wealth of history. culture and knowledge thafs oflen dillicull to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this lile - a reminder of this book's long journey from the 

publisher lo a library and linally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries lo digili/e public domain malerials and make ihem widely accessible. Public domain books belong to the 
public and wc are merely iheir cuslodians. Neverlheless. ihis work is ex pensive, so in order lo keep providing ihis resource, we hâve taken sleps to 
prevent abuse by commercial parties, iiicluciiiig placmg lechnical restrictions on aulomaied querying. 
We alsoasklhat you: 

+ Make non -commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals. and we reuuest lhat you use thesc files for 
pcrsonal, non -commercial purposes. 

+ Refrain from autoiiiatcil (/uerying Donot send aulomaied uneries of any sort lo Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical characler récognition or other areas where access to a large amount of texl is helpful. please contact us. We encourage the 
use of public domain malerials for thèse purposes and may bc able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each lile is essential for informing people about this projecl and hclping them lind 
additional malerials ihrough Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use. remember thaï you are responsible for ensuring lhat whai you are doing is légal. Do not assume that just 
becausc we believe a book is in the public domain for users in the Uniied Staics. thaï the work is also in ihc public domain for users in other 

counlries. Whelher a book is slill in copyright varies from counlry lo counlry. and we can'l offer guidanec on whelher any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume thaï a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringemenl liabilily can bc quite severe. 

About Google Book Search 

Google 's mission is lo organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover ihe world's books wlulc liclpmg aulliors and publishers reach new audiences. You eau search ihrough llic lïill lexl of this book un ilic web 
al |_-.:. :.-.-:: / / books . qooqle . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel cl de la connaissance humaine cl sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres soni en effet la propriété de tous et de toutes cl nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 

dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des lins personnelles. Ils ne sauraient en ell'et être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésite/ pas à nous contacter. Nous encourageons (tour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

À propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le franoais. Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les ailleurs cl les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp : //books .qooql^ . ■:.■-;. -y] 



•7S 



Publication trimestrielle. 



BULLETIN 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE 

ni: v\\ s mi: 

I«4tl LMBB 



..... . ... 

I .... 



TOME XIVUI. rAlC 



PARIS. 

\l Sl&OE 1)1 | 

-i ■■-. 7. 



! IwMeoil < 

... ■ . . 

1 l'alMiKH- . ' Ittmaf tl«j& public» *ii *M>|«- dp F' 



I.r* i^iinrm tir lu Knci.K- Miuitii'malil|ue «ni Uni lr» 
lirriiurr ri iruiiliuir mrrrrrili* île chniptr niiili n 
• lirtirrM ri dt-tnir. 

JoHr* d'uifterfur» de In Miblioilirtjiir : lundi, tuer 
rrrrtl. ttrndrrril de 11a fi hrniT« 

llrgiuia le I" Ylnr» tlHMI Ira MeMnee» de lu «iorlrlo ont 
lirti il uni mir -iillt- de I» lnrtilir rira *eîniri-h ( rtilrrr 
pince île lu *orl»o«iit\ earulter lom nu boni île In yulr- 
Me, dr il sirmr élwfje « drnllr |, 

Ln IlilitiotlKMiiir reale pl-nfUniirnirnl. 3, rae de» 
firund*- tiiuttutlM*. i.w rurrrnpundanrr doit rlrr mlrru- 
■r-r, «oit ï, rue dm lir*iul"- t uiunl II»», «ail an dumtrf- 
>«r(lcullrr de l'un de» *cei-4-t«Are». 



WIS. 



■ 

■ 

■ ml 



■ 



■ 



I JîlFl ■ 

u.aild'ii- 
i el dtoirani 



[ti ■ ■ 

■ 

i il-in i-n foire ln 



lrm*nde m rel*uru»nl IVpri-inr. «arriver. 

<i ]■■ ■ 



■ 

Coramtutou d'ïnipi 

Wli . n-irail tous les 
trois mois. 

■ 
iitRiaïamuiit priés <l'>< 

. 
3" il 

ai quatre pages rfi 



BULLETIN 



DE LA 



SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE 



DE FRANCE. 



ISltl Par !•. - Imprimerie GAUTHIEK-VILLARS. quai des Grtndi-AoftuUo» s». 




BULLETIN 



DE LA 



SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE 



DE FRANCE, 



PUBLIÉ 



PAR LES SECRÉTAIRES. 



TOME VINGT-HUITIÈME. - ANNÉE 1900. 



PARIS, 
AU SIÈGE DE LA SOCIÉTÉ, 

7, RUE DES CRANDS-AUGUSTINS, 7. 

1900 






m 



LIBHARY 




to/iy:-. 



a 6oAA% 



ÉTAT 

DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 

AU COMMENCEMENT DE L'ANNÉE 1900 (*)• 



Membre» honoraires du Bureau.... 



MM. APPELL. 

BERTRAND. 

CREMONA. 

DARBOUX. 

HATON DE LA GOUPILLIEZ. 

HERMITE. 

JORDAN. 

PICARD. 



Présent MM. POINCARÉ. 



Vice-Présidents 



Secrétaires 



Vice-Secrétaires 



Archiviste 
Trésorier . 



Membres du Conseil (*) 



CARVALLO. 
DOCAGNE. 
RAFFY. 
VICAIRE. 

BLUTEL. 
ROREL. 

BRICARD. 
DUPORCQ. 

BIOCHE. 

CLAUDE-LAFONTAINE. 

AKDOYER, 1003. 
ANDRÉ, 1003. 
FOURET, 1903. 
GOURSAT, 1901. 
GIÏYOU, 1903. 
HUMBERT, 1901. 
LAISANT, 1901. 
LECORNU, 1902. 
LUCAS (F.), 1902. 
KOENIGS, 1901. 
PAIN LEVÉ, 1902. 
TOUCHE, 1902. 



(') MM. les Membres de la Société sont instamment priés d'adresser au Secrétariat 
les rectifications qu'il y aurait lieu de faire à cette liste. 

(') La date qui suit le nom d'un membre du Conseil indique l'année au corn- 
mencemenl de laquelle expire le mandat de ce membre. 



— VI — 

Date 
de 

l'admission. 

1872. ACBARD, ancien directeur de la Compagnie d'assurances sur la vie la Foncière, 

rue de la Terrasse, 6 bis, à Paris. 

1803. ADAI (Paul), ingénieur des ponts et chaussées, docteur es sciences mathématiques, 

boulevard des Invalides, 4°» à Paris. 

1900. ADHÉIAR (vicomte Robert d' ), i /,o, boulevard Raspail. 

1881. AJIGOES, proviseur du lycée, à Toulon (Var). 

189G. AHDOYBR. maître de conférences et chargé de cours à la Faculté des Sciences, avenue 
d'Orléans, 5, à Paris. 

1894. ANDRADE, maître de conférences à la Faculté des Sciences, à Montpellier (Hérault). 

9 

1372. ANDRE (Désiré), docteur es sciences mathématiques, rue Bonaparte, 706Û, à Paris. 

1890. ANTONARI, docteur es sciences, professeur au lycée Carnot, rue Daubigny, 11 bit. 

1379. APPELL, membre de l'Institut, professeur à la Faculté des Sciences et à l'École Cen- 
trale des Arts et Manufactures, rue de Noailles, 23, à St-Germain-en-Laye (S.-et-O.) . 

1881. ASTOR, professeur à la Faculté des Sciences, place Vaucanson, 4, à Grenoble (Isère). 

1882. AUTOMNE, ingénieur des ponts et chaussées, rue Mont-Bernard, 9, à Lyon (Rhône).' 
1900. BA1RE, docteur es sciences, professeur au lycée de Bar-le-Duc. 

1896. BAKER, professeur à l'Université, Toronto (Canada). 

1804 . BALITRANB, capitaine du génie, à Tlemcen (Algérie). 

1389. BESOIN, ancien élève de l'École Polytechnique, rue de Bourgogne, 4°i * Paris. 
1875. BERDELLE, ancien garde général des forêts, à Rioz (Haute-Saône). 

1873. BERTRAND (Joseph), secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences, membre de 

l'Académie française, rue de Tournon, 4, & Paris. 

1895. BEUD0II, docteur es sciences, professeur au lycée, rue Dupuch, 26, à Alger (Algérie). 

1872. BIENAYMÈ (Arthur), inspecteur général du génie maritime en retraite, rue Revel, i4» 
à Toulon (Var). 

1888. BI0CIIE, professeur au lycée Louis-le-Grand, rue Notre-Dame-des-Champs, 56, à Paris. 

1875. B1SGH0FFSREIM, membre de l'Institut, rue Taitbout, 3, à Paris. 

1898. BLAKE (Edwin-M.), Instructor at PurdueUniversity, à Lafayette(Indiana). 

1900. BMJNENTHAL (Otto), docteur en philosophie de Gôttingen, rue Berthollet, 5, à Paris. 

1891. BLDTEL, profebseur au lycée Saint-Louis, maitre de conférences à la Sorbonne, rue 

Claude-Bernard, 65, à Paris. 

1892. BONAPARTE (prince Roland), avenue d'Iéna, 10, à Paris. 

1895. BOREL, maître de conférences à l'École Normale supérieure, rue Toullicr, 7, à Pari*. 
189G. BOULANGER, professeur à l'Institut industriel, rue Caumartin, 80, à Lille (Nord). 

1896. B0URGET ( Henry), maître de conférences à la Faculté des Sciences, rue Saint-Jacques, 

2o, à Toulouse (Haute-Garonne). 

18%. B01RLET, professeur à l'École des Beaux-Arts et au lycée Saint-Louis, avenue de 
l'Observatoire, 22, à Paris. 

1880. BRAVLT DE B01RX0N VILLE, avenue de la Grande-Armée, 79, à Paris. 
1900. BREITLINC, proviseur du lycée Saint-Louis, boulevard Saint-Michel, 44- 

1897. BRICARD, ingénieur des manufactures de l'État, répétiteur à l'École Polytechnique, 

rue des Martyrs, 72, à Paris. 

1873. BROCARD, chef de bataillon du génie en retraite, Ville-Haute, 75, à Bar-le-Duc. 
1886. BRCNEL, doyen de la Faculté des Sciences, à Bordeaux (Gironde). 

1893. BIREHARBT, professeur à l'Université, Kreuzplatz, 1, à Zurich (Suisse). 
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Date 

de 

l'admission. 

1S97. CARRE1RA, membre de l'Académie royale des Sciences, rua da Alegria, 36, à Lisbonne. 

1894. CAHEN, professeur au collège Rollin, rue des Vignes, 3<), à Paris. 

1893. CALDARERA, professeur à l'Université, palazzo Giampaolo, via délia Libéria, à Palerme. 

1888. CAXET (Gustave), ingénieur civil, directeur de l'artillerie de MM. Schneider et C u , 
boulevard Malesherbes, i, à Paris. 

1885. CAROX, professeur de géométrie descriptive, rue Claude-Bernard, 69, à Paris. 

1892. CARONNET, docteur es sciences mathématiques, rue Deraours, 62 bis, à Paris. 

1896. CARTAK, maître de conférences à la Faculté des Sciences, rue Suchet, 38, à Lyon. 

1887. CARVALLO, répétiteur et examinateur d'admission à l'École Polytechnique, rue 
Clovis, 1, à Paris. 

1887. CASPARY (F.), Joachimsthalerstrasse, 43, à Gharlottenburg (Allemagne). 

1890. CEDERCRECTZ (baronne Nanny, née de Lagerborg), Georgsgatan, 22, à Helsingfors. 

1892. CELLÉRIER (Gustave), quai des Eaux-Vives, 34, à Genève (Suisse). 
1896. CELS, professeur au lycée Gondorcet, rue Le Goff, 3, à Paris. 

1887. CERRUTI, professeur à l'Université, rue d'Azeglio, 16, à Rome (Italie). 

1888. CHAILAN (Edouard), rue Berthollet, 16, à Paris. 

1893. CHARMAT, ingénieur des arts et manufactures, rue de Paradis, 46, h Paris. 

1896. GIARVE, professeur à la Faculté des Sciences, cours Pierre-Puget, 60, à Marseille. 

1881. CHEMIN, ingénieur en chef des ponts et chaussées, avenue Montaigne, 33, à Paris. 

1884. CHRYSTAL, proiesseur à l'Université, à Edimbourg (Ecosse). 

1875. CLAUDE-LAFOXTAME, banquier, rue de Trévise, 32, à Paris. 

1872. COLLIGNON, inspecteur général des ponts et chaussées, rue de Seine, 6, à Paris. 

1890. C0L0T, château du Seuil, à Cérons (Gironde). 

1898. COIRERIAC, capitaine du génie, à l'École d'Application, à Fontainebleau (S.-et-M.). 
1896. COSSERAT (E.), professeur à la Faculté des Sciences, rue de Metz, 1, à Toulouse. 
1896. CDSSERAT (F.), ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, rue d'Alsace, 23, a Paris. 
1900. COTTOfl (Emile), professeur au lycée, rue Pargaminières, 52, à Toulouse. 

1896. C0URT1N, chef de bataillon du génie en retraite, rue des Bernardins, 48, à Paris. 

1884. CRAW, professeur à l'Université John Hopkins,à Baltimore (États-Unisd'Amérique). 
1877. CREMOSA, sénateur, directeur de l'École des Ingénieurs, à Rome (Italie). 

1872. DARROUX, membre de l'Institut, doyen de la Faculté des Sciences, rue Gay-Lussac,36. 

1885. DACTHE VILLE, professeur à la Faculté des Sciences, à Montpellier (Hérault). 

1881 . DEFFORGES, lieutenant-colonel d'infanterie, en mission à Conslantinople ( Turquie). 

1882. DELANXOY, sous- intendant militaire en retraite, aGuéret (Creuse). 

1895. DELAIWAY (N.), professeur à l'Institut Polytechnique Empereur Nicolas II, à Varsovie. 

1899. DELEMER, ingénieur des ponts et chaussées, à Aubenas (Ardèche). 
1885. DEIARTRES, doyen de la Faculté des Sciences, à Lille (Nord). 

1892. DEN0()LIK(Alp.), professeur à l'Université, rue du Bas-Polder, 20, à Gand (Belgique). 

1897. DENIS (Henry), élève libre à l'Ecole d'application du Génie maritime, rue de Fleu- 

rus, 23, à Paris. 

1883. DKRUYTS, professeur à l'Université, rue des Augustins, 35, à Liège (Belgique). 

1894. DES Al NT, docteur es sciences, boulevard Gouvion-Saint-Cyr, 47> * Paris. 

1899. DRACH (Jules), maître de conférences à la Faculté des Sciences, à Clermont-Ferrand. 

1896. DUMAS (G.), licencié es sciences, chez Frau Mûlle-, 25, Kaiserstrasse Postel I, 

Berlin, N. 0. 
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Date 

de 

l'admission. 

1897. DIMONT, professeur au lycée, rue Royale, 10, à Annecy (Haute-Savoie). 

r886. DHNCAN, Consulting Engineer, Empire Building, Broadway, 71, New-York City. 

1895. DDPORCQ (Ernest), ingénieur des télégraphes, boulevard Père ire, 162, à Paris. 

1896. DEPORT (Henry), professeur à l'Université, rue Colonel-de-Grancey, 4» à Dijon. 

1897. DURAN-LORIGA, commandant d'artillerie, à la Corogne (Espagne). 

1872. DURRANDE, doyen de la Faculté des Sciences, à Poitiers (Vienne). 

1885. DYCK (Walther), professeur au Polytechnicum, à Munich (Bavière). 

1896. EDYBRTE, ancien élève de l'École Polytechnique, ancien capitaine d'artillerie, rue de 
Seine, C, à Paris. 

1888. FARRY, professeur à la Faculté des Sciences, à Montpellier (Hérault). 

1891. FAOQEEMBERGOE, professeur au lycée, à Mont-de-Marsan (Landes). 

1898. FERRER, capitaine d'artillerie, professeur adjoint à l'École d'application, rue d'Avon, 

17, à Fontainebleau (Seine-et-Marne). 

1892. FEOR (Henri), privat-docent à l'Université, rue Gevray, 19, à Genève (Suisse). 
1885. FIELDS (John), professeur de mathématiques, Niornbergerstrasse, 18, à Berlin. 
1881. F LOQUET, professeur à la Faculté des Sciences, rue Saint-Lambert, 17, à Nancy. 

1872. FLTE SAINTE-VARIE, chef d'escadron d'artillerie en retraite, ancien répétiteur à l'École 
Polytechnique, place Roy er-Col lard, à Vitry-le-François (Marne). 

1896. FONTANEAli, ancien officier de marine, cours Bugeaud, 8, à Limoges (Haute- Vienne). 

1897. FOXTBNÉ, professeur au collège Rollin, boulevard Barbes, 21 bis, à Paris. 

1895. FONTES, ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Romiguières, 3, à Toulouse. 

1891. FOXTVIOLANT (de), professeur à l'École Centrale, rue d'Erlanger, 29, Paris-Auteuil . 

1889. FOICRÉ, professeur de mathématiques, rue Soufflot, 5, à Paris. 

1872. FOURET, examinateur d'admission à l'École Polytechnique, rue Washington, 16. 

1892. FROLOV (le général), quai des Eaux-Vives, 5G, à Genève (Suisse). 

1872. CARIEL, ingénieur en chef des ponts et chaussées, professeur à la Faculté de Médecine, 
rue Édouard-Detaille, 6, à Paris. 

1896. GAGTfllER-VlUARS, ancien élève de l'École Polytechnique, éditeur, quai des Grands- 

Augustins, 55, à Paris. 

1890. CERRIA, professeur libre à l'Université, à Palerme (Italie). 

1872. CENTY (E.) t ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue de Vaugirard, 207,8 Paris. 

1890. CENT Y (Max), lieutenant de vaisseau, directeur du Parc d'aérostation de Lagoubran, 
villa Emeriau, à Toulon. 

1890. GERRALDl, professeur à l'Université, via Daita, 11, à Palerme (Italie). 

1897. GERRARS, professeur à Worcester Collège, Saint-John Street, 20, à Oxford (Grande- 

Bretagne). 

1896. filRARDVILLE, capitaine d'artillerie, avenue Marigny, 1 33, à Montreuil-sous-Bois ( Seine). 

1881. COURSAT, professeur à la Faculté des Sciences, répétiteur à l'École Polytechnique, 
boulevard Arago, 112, à Paris. 

1896. CREENHILL, professeur à l'École d'artillerie, à Woolwich (Grande-Bretagne). 

1896. CREYY, professeur au lycée Saint-Louis, boulevard Saint-Germain, i3, à Paris. 

1899. CUADET, ancien élève de l'École Polytechnique, boulevard Saint-Germain, 2)0 bia, à 

Paris. 

1880. COCCIA (Jean), professeur à l'Université, via Ruggiero Settimo, 28, à Palerme (Italie). 

1900. CGICHARD, professeur a l'Université de Clermont-Ferrand. 



— IX — 

Date 
de 
l'admission. 

1891. GUIXARAES, officier du génie, à l'Académie des Sciences, rue Nova da Piedade, 55. 

à Lisbonne (Portugal). 

1881. CUNTBRR (D r Sigisraond), professeur à l'École Polytechnique, à Munich (Bavière). 

1885. COYOD, membre de l'Institut, capitaine de frégate, rue de l'Université, i3, à Paris. 

1873. BAAG, ingénieur en chef des ponts et chaussées, répétiteur à l'École Polytechnique, 
rue Chardin, u £/«, à Paris. 

1882. H ABI CD, directeur de l'École des mines, à Lima (Pérou). 

1896. HADAMARD, professeur adjoint à la Faculté des Sciences, professeur suppléant au 
Collège de France, rue Humboldt, a5, à Paris. 

1894. HALS1ÏD, professeur à l'Université du Texas, Guadalupe Street, 2407, à Austin (Texas). 

1872. BATON DE LA COUPILLIERE, membre de l'Institut, inspecteur général des mines, direc- 
teur de l'École des mines, boulevard Saint-Michel, 60, à Paris. 

1872. HENRY, inspecteur général des ponts et chaussées, boulevard St-Germain, 22, à Paris. 

1892. HERMANN, libraire-éditeur, rue de la Sorbonne, 8, à Paris. 

1873. BERMITE, membre de l'Institut, professeur honoraire à la Faculté des Sciences, rue 

de la Sorbonne, 2, à Paris. 

1893. HIOOX, professeur en retraite, rue des Fossés-Saint- Jacques, 16, à Paris. 
1900. HOFFBAURR, ancien lieutenant d'artillerie, rue Malus, 1, à Paris. 

1879. HOLST(EUing), professeur àl'École Polytechnique, Pilestrade, 49, àChristiania(Norvège). 

1895. IlOTT (Stanislas), professeur à l'École S u -Geneviève, rue Vauquelin, 3o, à Paris. 

1872. BOUBIGANT, chef de bataillon du génie en retraite, rue Lecourbe, 88, à Paris. 

1880. HUMRERT, ingénieur en chef des mines, professeur à l'École Polytechnique, rue 

Daubigny, 20, à Paris. 

1881. IMRER, directeur des études à l'École Centrale, rue Montgolfier, 1, à Paris. 
1887. ISSALY (l'abbé), rue Margaux, 16, à Bordeaux (Gironde). 

1896. JACQUET (E. ), professeur au Prytanée militaire, rue Couchot, 8, à la Flèche. 

1898. JAHNKE, assistant à l'Université de Berlin, Pariserstrasse, 55, à Wilmersdorf, près 
Berlin (Allemagne). 

1873. JANIX, chef d'escadron au i5 e régiment d'artillerie, à Douai (Nord). 

1898. JARRY (N.), ingénieur civil, rue Michel-Bizot, 187, à Paris. 

1872. JAVARY, chef de bataillon du génie en retraite, chef des travaux graphiques à l'École 
Polytechnique, rue du Cardinal-Lemoine, 1, à Paris. 

1872. JORDAN, membre de l'Institut, professeur à l'École Polytechnique et au Collège de 
France, rue deVarenne, 48, à Paris. 

1872. JOUFFRET, lieutenant-colonel d'artillerie, rue de l'Estrapade, 20, à Paris. 

1875. JliN€, professeur à l'Institut technique supérieur, via Borgonuovo, 9, à Milan (Italie). 
1890. KORR (Gustaf), maître de conférences à l'Université, à Stockholm (Suède). 

1892. KOCB (H. vos), maître de conférences à l'Unlvorsité, à Djursholm-Stockholm 

(Suède). 

1880. ECNICS, professeur à la Faculté des Sciences de Paris, répétiteur à l'École Poly- 

technique, boulevard Arago, 101, à Paris. 

1897. LACAIICRIB, ingénieur civil, chef du laboratoire de la Compagnie générale des Omni- 

bus, rue de Saint-Pétersbourg, 37, à Paris. 

1881. LAC0R, professeur de mathématiques, boulevard du Mont- Parnasse, 96, à Paris. 

1873. LAISANT, docteur es sciences, répétiteur à l'École Polytechnique, avenue Victor-Hugo, 

162, à Paris. 

1893. LAKCELIN, boulevard Arago, 97, à Paris. 

1899. LANDAU (Edouard), docteur en philosophie, Dorotheenslrasse, 55, Berlin, N. W. 
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1896. LAROSE, ingénieur des télégraphes, Usine des câbles sous-marins, à La Seyne ( Var). 

1896. LAIiGEL, ancien attaché d'ambassade, villa des Bruyères, au Golfe Juan (\lpes-Mar BM ). 

1873. LAUTH, manufacturier, à Thann (Alsace). 

1896. LEAD, professeur au collège Stanislas, rue Michelet, 5, à Paris. 

1880. LÉ ACTE, membre de l'Institut, boulevard de Cou réelles, 18, à Paris. 

1896. LEBEL, professeur au lycée de Montpellier, villa Mont-Carmel, avenue Bouisson- 

Bertrand, à Montpellier. 

1893. LECORNIf, ingénieur en chef des mines, répétiteur à l'École Polytechnique, rueGay- 

Lussac, 3, à Paris. 

1895. LEMERAY, licencié es sciences, ingénieur civil du génie maritime, rue Ville-ès-Martin, 
109 bia, à Saint-Nazaire (Loire-Inférieure). 

1872. LEMOINE (Emile), ancien élève de l'École Polytechnique, avenue du Maine, 3a, à Paris. 

1879. LE PAICE, professeur à l'Université, à l'observatoire de Cointe, à Liège (Belgique). 

1895. LE ROUX, maitre de conférences à la Faculté des Sciences, faubourg de Fougères, 4 1 » 
à Rennes (Ule-et* Vilaine). 

1898. LE ROY, docteur es sciences, rue de l'Abbé-de-1'Épée, 8, à Paris. 

189k LERY, agent voyer d'arrondissement, à Pontoise (Seine-et-Oise). 

1872. LESPIAULT, doyen honoraire de la Faculté des Sciences de Bordeaux, à Nérac (Lot-et- 
Garonne). 

1882. LEVY (Lucien), répétiteur et examinateur d'admission à l'École Polytechnique, rue 
du Regard, 12, à Paris. 

1872. LÉYY (Maurice), membre de l'Institut, inspecteur général des ponts et chaussées, 

professeur au Collège de France, avenue du Trocadéro, i5, à Paris. 

1875. LEZ (Henri), à Lorrez-le-Bocage (Seine-et-Marne). 

1873. LICIIIXE, curateur de l'arrondissement scolaire, à Varsovie (Russie). 

1898. LNDELOF (Ernst), professeur à l'Université, Boulevardsgatan, 12, à Helsingfors. 

1877. LINDEMANN, professeur a l'Université, Franz- Joseph strasse, 12, à Munich (Bavière). 

1886. LIOGVILLE, ingénieur des poudres, examinateur des élèves à l'École Polytechnique, 
quai Henri IV, 12, à Paris. 

1900. LOVBTT (E.-O ), à Princeton, New-Jersey. 

1888 LUCAS (Félix), ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Boissière, 3o, à Paris. 

1886. LYON, docteur es sciences mathématiques, chemin de la Roseraie, 26, à Genève 
(Suisse). 

1882. MACÉ DE LÉPINAY, professeur de mathématiques spéciales au lycée Henri IV, rue 
Claude-Bernard, 63, à Paris. 

1895. MAILLET, docteur es sciences, ingénieur des ponts et chaussées, boulevard de la 
Grande-Ceinture, à Palaiseau (Seine-et-Oise). 

1875. MALLOIZEL, professeur de mathématiques, rue de l'Estrapade, 7, à Paris. 

1872. M A MB El M, colonel d'artillerie en retraite, professeur à l'École Polytechnique, boule- 
vard Beau séjour, 1, à Paris. 

1884. MARTIN (Artcmas), Columbia street, i53$, N. W., à Washington D. C. (États-Unis 
d'Amérique). 

1889. MARTIN (Emile), ancien élève de l'École Polytechnique, professeur de mathématiques, 
square du Croisic, 1 (boulevard du Mont-Parnasse), à Paris. 

1894. NAL'PIN, professeur au collège, à Issoire (Puy-de-Dôme). 

1897. ME H NEE, professeur à l'École Polytechnique supérieure, lmmenhoferstrasse, t\, à 

Stuttgart (Wurtemberg). 
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1889. MENDIZABAL TAMBOREL (de), membre de la Société de Géographie de Mexico, calle de 
Jésus, i3, à Mexico (Mexique). 

1884. MERCEREAU, licencié es sciences, rue de l'Université, 193, à Paris. 

1893. MICHEL (François), inspecteur de l'exploitation aux chemins de fer du Nord, à 
Béthune (Pas-de-Calais). 

1899. MILLER (D' G.-A.), professeur à Cornell University, à Ithaca,, N. Y. (États-Unis). 
1873. MITTAG-LEFFLER, professeur à l'Université, à Stockholm (Suède). 

1897. MONTCHEUIL (l'abbé de), école de l'Immaculée-Conception Sainte-Marie (Caousou), 

à Toulouse. 

1898. NONTESSUS DE BALLORE (R. de), à Toulon-sur-Arroux (Saone-et-Loire). 

1872. MOUTARD, inspecteur général des mines en retraite, rue du Val-de-Gràce, 9, à Paris. 

1888. MUKHOPADHYAY (Asutosh), professeur de mathématiques, Russa Road, 77, North Rho- 
wanipore, à Calcutta (Inde). 

1898. NADD (C), éditeur, rue Racine, 3, à Paris. 

1885. NEURERG, professeur à l'Université, rue Sclessin, 6, à Liège (Belgique). 

1897. NtCOLMER, professeur, à Montreux (Suisse). 

1900. NIEWENGLOWSKl, docteur es sciences, inspecteur de l'Académie de Paris, rue de l'Ar- 

balète, 35. 

1882. OGACNE (M.d'), ingénieur des ponts et chaussées, professeur à l'École des Ponts 

et Chaussées» répétiteur à l'École Polytechnique, rue La Boêtie, 3o, à Paris. 

1873. 0VIDI0 (Enrico d'), professeur à l'Université, Corso-Oporto, 3o, à Turin (Italie). 

1893. PAINLEVE, maître de conférences à l'École Normale supérieure, répétiteur à l'École 
Polytechnique, rue de Rennes, 99, à Paris. 

1888. PAPELIER (Georges), professeur de mathématiques spéciales au lycée, rue de Re- 
couvrance, 20, à Orléans (Loiret). 

1884 . PARAF, maitre de conférences a la Faculté des Sciences, & Toulouse. 

1872. PARMENTIER, général du génie en retraite, rue du Cirque, 5, à Paris. 

1872. PARRAN, ingénieur en chef des mines, rue des Saints-Pères, 56, à Paris. 

1881. PELLET, doyen de la Faculté des Sciences, rue Pascal, 3o, à Clermont-Ferrand. 

1883. PELLETREAU, ingénieur en chef des chemins de fer éthiopiens, rue Scribe, 5, à Paris. 

1898. PELLETREAU (Georges), attaché à l'exploitation des chemins de fer du Mord. 
1900. PERCHOT, astronome adjoint à l'Observatoire de Paris, 7, rue Schefler. 
187%. PERCIN, colonel commandant le 27* régiment d'artillerie, a Douai (Nord). 

1881 . PEROTT (Joseph), Université Clark, à Worcester (Massachusetts). 

1873. PERRIN, ingénieur en chef des mines, rue Joinville, 25, au Mans (Sarthe). 
1892. PERRIN (Élie), professeur de mathématiques, rue Laraandé, 7, à Paris. 

1896. PETR0V1TCH, professeur à l'Université, Kossantch-Venac, 24, à Belgrade (Serbie). 

1887. PEZZO (dbl), professeur a l'Université, via Gennaro Serra, 75, à Naples (Italie). 

1879. PICARD (Emile), membre de l'Institut, professeur à la Faculté, des Sciences et à 
l'École Centrale des Arts ei Manufactures, rue SoufOot, i3, à Paris. 

1872. PICQUET, chef de bataillon du génie, examinateur d'admission à l'Ecole Polytech- 
nique, rue de Condé, 24, à Paris. 

1896. PIÉRON, inspecteur général de l'Instruction publique, rue d'Assas, 5o, a Paris. 

1899. PIERPONT (James), prof, de l'Université Yale, New Haven, Connecticut( États-Unis). 

1882. POINCARÉ, membre de l'Institut et du Bureau des Longitudes, ingénieur en chef 

des mines, professeur à la Faculté des Sciences, rue Claude-Bernard, 63. 
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1882. POKORNY (Martin), directeur du lycée communal, à Prague (Bohême). 
1872. POLUiNAC (prince C. de), villa Jessie, à Cannes (Alpes-Maritimes). 
J899. PRIKCSHEII, professeur à l'Université de Munich, 12, Arcisstrasse. 

1896. PRUVOST, inspecteur général de l'Instruction publique, n, rue de la Tour, à Paris. 
1872. PDTZ, général d'artillerie en retraite, rue Saint-Merry, 98, à Fontainebleau. 
1896. QUIQUET, actuaire de la Compagnie la Nationale, rue de Grammont, i3, à Paris. 

1895. RABUT (Charles), ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Duplessis, 77, à Ver- 

sailles (Seine-et-Oise). 

1872. RADAU, membre de l'Institut, rue de Tournon, 12, à Paris. 

1883. RAFFY, professeur-adjoint à la Faculté des Sciences, maître de conférences à 

l'École Normale supérieure, rue Nicole, 7, à Paris. 

1898. HIPERT, commandant du génie en retraite, rue Saint-Antoine, 200, à Paris. 

1893. RIVEREAU (l'abbé), professeur à l'Institut catholique, à Angers (Maine-et-Loire). 

1872. ROC ART, ingénieur civil, rue de Lisbonne, 34, à Paris. 

1872. ROUCQE, de l'Institut, professeur au Conservatoire des arts et métiers, examina- 
teur des élèves à l'École Polytechnique, boulevard Saint-Germain, 2i3, à Paris. 

1896. ROMS 1ER, docteur es sciences, professeur au lycée, à Toulon (Var). 

1885. ROUQUET (V.), professeur honoraire de mathématiques spéciales, à Belpech (Aude). 

1900. SALTYKOW, maître es sciences mathématiques, rue du Cardinal-Lemoine, 71. 

1896. SANCHEZ, directeur de l'observatoire, à San Salvador (République de San Salvador). 

1889. SARAZ, professeur de mathématiques, rue Saint-Jacques, 220, à Paris. 

1872. SARRAU, membre de l'Institut, ingénieur en chef des poudres, professeur à l'École 
Polytechnique, avenue Daumesnil, 9 bis, à Saint-Mandé (Seine). 

1872. SARTIAUX, ingénieur en chef des ponts et chaussées, chef de l'exploitation à l.i Com- 

pagnie du chemin de fer du Nord, à Paris. 

1885. SAUVAGE, professeur à la Faculté des Sciences, à Marseille (Bouches-du-Rhône). 
1881. SCBLEGEL, professeur à l'École technique, Volmestrasse, 62, à Hagen (Allemagne). 

1897. SCHOU (Erik), Gl. Antvorskov, à Slagelse (Danemark). 

1881. SCHOUTB, professeur à l'Université, à Groningue (Hollande). 

9 

1896. SEGUIER (J.-A. de), docteur es sciences, rue de Sèvres, 35, à Paris. 

1882. SÉLIVANOFF (Dcmétrius), attaché à l'Université, Fontanka, 1 16, log. 16, à Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1900. SERVANT, docteur es sciences, Grande-Rue, 75, à Bourg-1 a-Reine (Seine). 

1900. 8PARRE (comte Magnus de), château de Vallière, à S'-Georges-de-Reneins (Rhône). 

1881. STARK0FF, professeur à l'École de commerce, Deribasowskaja, 6, à Odessa (Russie). 
1879. 8TEPHAN0S (D r Cyparissos), professeur à l'Université, à Athènes ( Grèce). 

1898. ST0RMER (Cari), chargé de cours à l'Université, Huitfeldts gade, 9, à Christiania. 

1873. STUDNICKA, professeur à l'Université, à Prague (Bohème). 
1872. SYL0W, professeur à l'Université, à Frederikshald (Norwège). 

1899. SYRIEIX, boulevard Beauséjour, 23, à Paris. 

1896. TANNENBERG (de), professeur à la Faculté des Sciences, à Bordeaux (Gironde). 
1872. TANNERY(Paul),direcleurdes manufactures de l'État, à Pantin (Seine). 

1875. TANKERY (Jules), sous-directeur à l'École Normale supérieure, rue d'UIm, 45, à Paris. 

1882. TARRY (Gaston), receveur des Contributions diverses, à Kouba (Algérie). 

1897. TARRY (Harold), inspecteur des finances en retraite, à Kouba (Algérie). 
1872. TERRIER, professeur au collège Chaptal, rue Larribe, 3, à Paris. 
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1899. THYRADT (Alexandre), place d'Anvers, 10, à Paris. 

1873. TISSOT, ancien examinateur d'admission à l'Ecole Polytechnique, à Voreppe (Isère). 

1896. T1SS0T, enseigne de vaisseau, professeur au Borda, k Brest (Finistère). 

1896. TOMKES, ingénieur des ponts et chaussées, Valgame Dios, 3, à Madrid (Espagne). 

1893. TOUCHE, lieutenant-colonel d'artillerie territoriale, rue Truffault, ?3, à Paris. 

1872. TRESCA, ingénieur en chef des ponts et chaussées en retraite, château de Cour* 

tore, par Vendôme (Loir-et-Cher). 

1896. TRESSE, docteur es sciences, professeur au collège Stanislas, boulevard du Mont- 

Parnasse, 164, à Paris. 

t 

1893. VALLEE-POUSSIN (Ch.-J. de la), professeur à l'Université, rue de Namur, 190, à Lou- 
vain (Belgique). 

1880. VANECEK (J.-S.), professeur au lycée, à Jicin (Bohème). 

1897. VASSILAS-VITALIS (J.), docteur de l'Université, rue Polyclète, 5, à Athènes (Grèce). 

1898. YASSILIBF, président de la Société physico-mathématique, à Kasan (Russie). 
1876. VICAIRE, inspecteur général des mines, rue Gay-Lussac, 3o, à Paris. 

1888. VOLTERRA ( Vito), professeur à l'Université, via S. Qtiintino, 45, à Turin (Italie). 

1900. VUIBERT, éditeur, 63, boulevard Saint-Germain. 

1893. WAGNER, professeur à l'École J.-B. Say, rue Spontini, i3, à Paris. 

1880. WALCKENAER, ingénieur en chef des mines, boulevard Saint-Germain, 218, à Paris. 
1879. WEILL, directeur du collège Chaptal, boulevard des Batignolles, 45, à Paris. 

1873. WETR (D r Edouard), professeur à l'École Polytechnique, à Prague (Bohème;. 

1878. WORMS DE ROMILLY, ingénieur en chef des mines, rue Balzac, 7, à Paris. 

1882. ZAROODSKI, membre du Comité d'artillerie et professeur à l'Académie d'Artillerie, a 
Saint-Pétersbourg (Russie) . 

1890. ZAREHRA, docteur es sciences, professeur au lycée, maison Vinel, faubourg Cabes- 
sut, à Cahors (Lot). 

1881. ZEDTHEN, professeur à l'Université, Rosenvonget, 3, Sidealle, à Copenhague. 
1898. ZIWET, professeur à l'Université Ann-Arbor, à Michigan (États-Unis). 



SOCIÉTAIRES PERPETUELS. 

REN0IST (décédé). — RERDBLLÉ, à Rio*. — RIEN AYMÉ (décédé). — RI0CHE, à Paris. — 
RISCHOFFSHEIM, à Paris. — RORCHARDT (décédé). -RR0CARD, à Bar-le-Duc. — CANET, 
à Paris. — CAR V ALLO, à Paris. - CHASLES (décédé). — CLAUDB-LAFONTAINE, à Paris. 

- rOORET, à Paris. — CAUTHIER-VILLARS (décédé). — COURSAT, à Paris. — HALPHEN 
(décédé). — HALSTED, à Austin. — HADAMARD, à Paris. — BATON RE LA C0UPILLIÈRE, 
à Paris. — HERHITE, à Paris. — HIRST (décédé). — H0TT, à Paris. — LÉAUTÉ, à Paris. 

-JORDAN, à Paris. — LAFF0N DE LADÉRAT (décédé). — MANNHEIH, à Paris.— DE MEN- 
DIZARAL TAMR0RKL, à Mexico. — NERCEREAU, à Paris. — D'OCACNE, à Paris. — PER0TT, 
à Worcester. — PERRIN, au Mans. — P0INCARÉ, à Paris. — P0LICNAC (prince C de), à 
Cannes.— RAPFY, à Paris.— SÉLIVANOFF, à Saint-Pétersbourg — SPARRB (comte M. du), 
à Saint-Georges-de-Reneins. — SYL0W, à Frederikshald. — TANNERY ( Paul), à Paris. 

— TARRY (G.), à Kouba. — TCHERICHEF (décédé).— VIKLLARD (décédé). 
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LISTE 



DES 



PRÉSIDENTS DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 



DEPUIS SA FONDATION. 



1 

1873 


CHASLES. 


1874 


L AWOH DE LADÉBAT. 


1875 


BIENAYIE. 


1876 


DE LACOORHERIR. 


1877 


1AMHEIS. 


1878 


DARBOUX. 


1879 


0. BOMET. 


1880 


JORDAN. 


1881 


LA6LERRE. 


1882 


HALPHEN. 


1883 


ROUCHÉ. 


1884 


PICARD. 


1885 


APPELL. 


1886 


POIKCARÉ. 



H». 



1887 


POURET. 


1888 


L JUSANT. 


1889 


DÉSIRÉ ANDRÉ. 


1890 


HATON DE LA COUPILLIÈRE 


1891 


COLLIfiNON. 


1892 


VICAIRE. 


1893 


HOMBERT. 


1894 


PICQLIT. 


1895 


COURSAT. 


18% 


KCMGS. 


1897 


PICARD. 


1898 


LECORNU. 


1899 


CIIYOO. 


1900 


POUICARÉ. 
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Liste des Sociétés scientifiques et des Recueils périodiques avec lesquels 
la Sooiété mathématique de France échange son Bulletin. 



Amsterdam. 
Amsterdam . 
Amsterdam . 

Baltimore. . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne. . .. 

Bordeaux.. . 

Bruxelles. . . 

Bruxelles. . . 
Cambridge. 
Christiania. 
Coïmbre. . . 

Copenhague . 
Cracovie. . . . 

Delft 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Goettingue. 
Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kasan 

Kharkov. . . . 
Kharkov. . . . 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Londres. . . . 
Londres. . . . 
Londres. . . . 
Luxembourg 
Marseille.. . 
Mexico 



Académie Royale des Sciences d'Amsterdam. 

Société mathématique d'Amsterdam. 

Bévue semestrielle des publications mathéma- 
tiques. 

American Journal of Mathematics. 

Académie des Sciences de Berlin. 

Archiv fur Mathematik und Physik. 

Jahrbuch itber die Fortschritte der Mathe- 
matik, 

Journal fur die reine und angewandte Ma- 
thematik. 

Académie des Sciences de l'Institut de Bo- 
logne. 

Société des Sciences physiques et naturelles 
de Bordeaux. 

Académie Royale des Sciences, des Lettres et 
des Beaux- Arts de Belgique. 

Société scientifique de Bruxelles. 

Société philosophique de Cambridge. 

Archiv for Mathematik og Naturvidenskab. 

Jornal de Sciencias matenuUicas e astrono- 
mie as. 

Nyt Tidsskrift for Mathematik. 

Académie des Sciences de Cracovie. 

Ecole Polytechnique de Delft. 

Société Royale d'Edimbourg. 

Société mathématique d'Edimbourg. 

Mathesis. 

Société Royale des Sciences de Goettingue. 

Société mathématique de Hambourg. 

Société hollandaise des Sciences. 

Société des Sciences de Finlande. 

Société physico-mathématique. 

Annales de l'Université. 

Société mathématique de Kharkov. 

Société Royale des Sciences de Saxe. 

Mathematische Annalen. 

Société Royale des Sciences. 

Société astronomique de Londres. 

Société mathématique de Londres. 

Société Royale de Londres. 

Institut Royal de Luxembourg. 

Annales de la F acuité des Sciences de Marseï lie. 

Sociedad cientifica Antonio Alzate. 



Hollande. 
Hollande 

Hollande. 

États-Uni» 
Allemagne. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 

Autriche. 

Hollande. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne . 

Belgique. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne . 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 
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Milan . . 
Moscou. 
Munich. 
Naples. 



New-Haven 



New-York 
Odessa . . . 
Palerme. . 

Paris 

Paris 



Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague , 

Rome 

Saint-Pétersbourg. 

Stockholm 

Toulouse 



Turin . , 

Upsal. 

Venise. 

Vienne. 
Vienne. 
Zurich . 
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SUR UNE TRANSFORMATION DE L'ÉQUATION 

s*-= \l(x, y)pq\ 

Par M. E. Goursàt. 

i. Je me suis déjà occupé, à diverses reprises, de l'équation aux 
dérivées partielles du second ordre ( ' ) 

en posant y - — z' 2 , on ramène l'équation (i) a une équalion 
linéaire 

0* z i dlogX dz 

( K ) ÙZ -= O, 

ox Oy 'i Ox Oy 

et, à toute solution z de l'équation (2) correspond une intégrale 
de l'équation (1) qui est complètement déterminée, à une con- 



(•) Bulletin de la Société mathématique, t. XXV, p. 36-48; 1 897 • 
Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second 
ordre, t. Iï, p. 25a. 

XXVIII. I 
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stanle additive près, 

(3) •=/,.<& +£(g)V 

Les invariants h et À* de l'équation (a) ont les valeurs suivantes 

et ceux de l'équation que l'on en déduit par l'application de la 
première transformation de Laplace ont les valeurs 

/*,= 2A — k —S——* *i = /i; 

Oxdy 

ils sont précisément les mêmes que ceux de l'équation adjointe. 
Cela posé, imaginons la suite de Laplace relative à l'équation (2), 
suite qui est, en général, illimitée dans les deux sens 



• • » 



(E_,), ..., (E_,), (E), (E,), (Et), ..., (E,), <E/.h), 



les invariants des deux équations (E) et (E,), d'après ce que nous 
venons de voir, sont les mêmes et disposés dans l'ordre inverse. 11 
résulte de la loi de récurrence qu'il en sera de même des équa- 
tions (E_ f ) et (E 2 ), (E_ a ) et (E 3 ), . . ., (E_,) et (E,- +l ). Si donc la 
suite de Laplace se termine d'un coté, vers la droite, par exemple, 
à l'équation (E, +l ), elle se terminera vers la gauche à l'équation 
(E_/), et l'on aura une suite de a* -h 2 équations telles que deux 
équations à égale distance des extrêmes aient les mêmes invariants 
disposés dans l'ordre inverse. Lorsqu'une équation à invariants 
égaux s = \z est intégrable par la méthode de Laplace, elle donne 
naissance à une suite de su -h 1 équations jouissant de la même 
propriété; la seule différence entre les deux cas, c'est qu'on a, 
dans le second cas, un nombre impair d'équations et, dans le 
premier cas, un nombre pair. 

La propriété précédente rapproche les équations linéaires de la 
forme (2) et, par suite, l'équation (1) des équations à invariants 
égaux. On est ainsi conduit à se demander s'il ne serait pas pos- 
sible de trouver, pour les équations (1) et (2), un théorème ana- 
logue au beau théorème de M. Moutard sur les équations à inva- 
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riants égaux ('). C'est en effet ce qui a lieu, comme on va voir. 

2. Posons, pour abréger, 

âx ày 
l'équation (i) est alors 

ou encore, en désignant par Of une intégrale particulière, 

(5) £(6) = £(0i). 

A toute fonction h t des deux variables x, y correspond une 
fonction )*(#, y) bien déterminée; si Ton remplace X par cette 
fonction dans l'équation (a), on a une équation linéaire que nous 

/au 

appellerons E(s, 0|), admettant l'intégrale particulière z t = 4/ -p« 

Rappelons encore les propriétés suivantes. Etant donnée une 

équation linéaire 

s -f- ap -+■ bq — cz = o, 

cette équation peut s'obtenir d'une infinité de manières par l'éli- 
mination de u entre les deux équations 

du _ d / z \ du _ % d / z \ # 

~dï ~^di\J[)' djr = * l ôy\7 i )'' 

il suffit de connaître une intégrale particulière z K de l'équation 
proposée et une intégrale particulière v { de l'équation adjointe, 
et Ton a y et 8| par une quadrature ( 2 ) 

7= / -i(^i— j£ )dx — Vi(Çi-h az t )dy, ô\ = 7 -+- v^,. 

( ' ) Moutard, Sur la construction des équations de la forme 

z ùx ùy J 

qui admettent une intégrale générale explicite (Journal de l'École Polytech- 
nique, XLV* Cahier, p. 1; 1878). 

Voir aussi le Chapitre VII du Livre IV, dans le Tome II de la Théorie géné- 
rait' des surfaces , de M. Darboux. 

( : ) Voir, par exemple, le Tome II des Leçons sur l'intégration des équations 
aux dérivées partielles du second ordr*, p. 277. 



■> 
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Dans le cas où nous nous plaçons, l'équation adjointe de 
l'équation E(s, 0|) a les mêmes invariants que celle qu'on déduit 
de E(s, 0|) par la première transformation de Laplace. On vérifie 
en effet facilement que l'on passe de l'équation (2) à son adjointe 

d*v 1 eJIocX dv (\ dMoprX >\ 

( j ) -r-— H f- — -+- ( - - T -^ A U rz o, 

1 àxdy 1 Ox Oy \jl àxdy J 

1 àz x 
en posant v = .- y • 

Cela posé, à l'intégrale z t de l'équation E(s, 9,) correspond 

l'intégrale particulière 1^, r^t-~de l'équation adjointe; en pre- 

nant pour z { et t> t les valeurs précédentes, on trouve, en tenant 
compte de l'équation (2) elle-même, 



v— /^-;fê)V=-e„ 



0| = - t)j 



4 X (^ 



et les formules de transformation s'écrivent, en changeant z en 



T 



Il est aisé de vérifier que l'élimination de u conduit bien à 
l'équation (2). Des relations — = 5 {, (^j = 4a _ __, oll 



tire 






ctotdQt 
I c>3| ' cfcr ày 
A 5| "5^ = e>*0, 



cteci^ 



ftei 



fi ! ~ ° Zi _ fi 






X *c^ x r>*0, <**e, 



dx ày âx dy 

et les formules qui définissent la transformation peuvent encore 



- 5 _ 
s'écrire, en remplaçant u par 




i -r- 



(7) 









1 ôxdv ' 0,/ 



àxÔy 




Ces formules ne changent pas quand on permutes et io, pourvu 

qu'on change en même temps 6| en r- ; donc, si l'élimination de co 

conduit à l'équation linéaire E(s, 9,), il s'ensuit que l'élimination 

de z doit conduire à une équation de même forme E(w, =M, et 
nous pouvons énoncer la proposition suivante : 

De toute intégrale de l'équation linéaire E(s, 0,) on peut 
déduire, par une quadrature, une intégrale de V équation de 

même forme Efs,—]- 

Puisque l'intégration de l'équatiou $(6) = #(()<) se ramène à 
celle de l'équation E(s, t ), on a aussi le théorème suivant : 

De toute intégrale de l'équation J(8) = #((),), on peut dé- 
duire, par des quadratures, une intégrale de V équation 

Les conséquences sont analogues à celles que l'on déduit du 
théorème de M. Moutard, relativement aux équations aux inva- 
riants égaux. De toute équation intégrable de la forme (a) on 
pourra déduire, en répétant l'opération précédente, toute une 
suite indéfinie d'équalions intégrables de la même espèce. Ainsi, 



- 6 — 
on pourra, en parlant de l'équation 



* -f- — = o, 

x-^-y {x-*-y? 



dont l'intégrale générale est 



v , Y-X 



obtenir toutes les équalions linéaires de l'espèce considérée ici, 
qui sont intégrables par la méthode de Laplace. 

Remarque. — On déduit des formules (6) 

*-«-'(;)-?&ç(5)-'teM-**{ç$*)- 

et, par suite,. 

( 8 ) u = 61 I zzidx -*- xr -r — r— dy. 

; s\ J \ dy dy J 

La transformation définie parles formules (6) est donc équiva- 
lente à l'ensemble des deux transformations suivantes. Posons 

C j \ àz àz\ . 

( 9 ) w= j z:idx ^ l --. dy . 

w satisfait à l'équation linéaire 

d* w ô\ogZi àw * Z\ dw 

(10) - T^-i -r X—-Î = 0, 

' ôx Oy dy dx àz { dy 

qui admet l'intégrale particulière i\\ — l9 et u peut s'écrire 

dw dw\ 

zz\ l dx dx 



U = «'« — -^ — w = 

» 2 



1 






On peut remarquer que la fonction w satisfait, quelles que 
soient les intégrales z ets t , à une équation aux dérivées partielles 
du quatrième ordre qu'il serait facile de former. 



ï 
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SUR LES GROUPES ÉCHANGEABLES ET LES GROUPES DÉCOMPOSABLES ; 

Par M. Edmond Maillet. 

I. 

Dans une Note antérieure ( f ) nous avons appelé un groupe D 
décomposable quand l'on peut y trouver deux sous-groupes A et B 
d'ordre > i, tous deux <D et tels que toute substitution d de D 
soit le produit d'une substitution a de A, par une b de B; on 
indique celte propriété en écrivant D = AB = AxB, D sera dit 
le produit de A par B; A et B sont des facteurs de D : on a évi- 
demment D = AB = BA. 

Tout groupe est-il décomposable? A défaut d'un critérium de 
décomposabilité, on pourrait étudier les groupes connus : il y a 
là tout un sujet de recherches. 

Nous ne prétendons pas résoudre ici la question ( 2 ), tout en 
nous proposant d'étudier un certain nombre des propriétés de la 
décomposabilité des groupes. Parmi les groupes dont nous nous 
sommes occupé, nous n'avons trouvé d'autres groupes indécom- 
posables que ceux formés des puissances d'une substitution circu- 
laire d ? ordre/?"* (p premier). 

II. 

DÉCOMPOSABILITÉ DE CERTAINS GROUPES. 

i° Groupes primitifs composés. — Un pareil groupe G est 
toujours décomposable, car tout sous-groupe invariant K de G 
est transitif ( 3 ), et si H est le sous-groupe des substitutions de G 



( l ) Note sur les substitutions ( Bulletin de la Société Mathématique, 
l. XXIV; 1896). La plupart des considérations de la Note actuelle s'appliquent 
aussi bien aux groupes d'opérations qu'aux groupes de substitutions. Di- 
vers auteurs ont déjà envisagé les groupes échangeables, par exemple Serret 
et M. Frobenius. 

( 5 ) Nous croyons au contraire, sous réserve de vérification, l'avoir résolue par 
l'affirmative pour les groupes de transformations de Lie. 

(•') Jordan, Traité des Substitutions, p. 4 1 » 
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qui laissent une même lettre de G immobile on aG = HxK, 
avecH<G, K<G('). 

2° Groupes composés quelconques. — D'après les mêmes re- 
marques, soient G un pareil groupe, H un sous -groupe invariant 
maximum de G: 

a. Si l'on peut trouver un sous-groupe invariant H' de G non 
contenu dans H, on a G = H x H'. En effet, si h et h' sont les 
ordres de H et H', k Tordre du groupe K des substitutions com- 
munes à H et H', Tordre du groupe (H, H') dérivé de H et de H' 

hh* 

est —r- > A, en sorte que (H, H') = G, puisque (H, H') est inva- 

riable par les substitutions de G; alors les substitutions de G 
sont toutes de la forme ^r/, r 4 appartenant à H, V à H'. 

j3. Si H esta la fois maximum dans G et invariable par les sub- 
stitutions de G, et si Ton peut trouver un sous-groupe H' de G 
non contenu dans H, on a encore G=HxH'. En particulier 
un groupe d'ordre p m non formé des puissances d'une substitu- 
tion circulaire d'ordre p m est décomposable. Au contraire, le 
groupe des puissances d'une substitution circulaire d'ordre p m est 
indécomposable. 

3° Groupes d' ordre p m q n (p et q premiers différents). — Un 
pareil groupe G contient un sous-groupe P d'ordre p m 7 un Q 
d'ordre q n . On a G = P x Q. 

4° Groupes de degré p m {p premier) et d^ordre y^p n - — 
Soit G un pareil groupe : si H a est le groupe des substitutions 
de G qui laissent une même lettre a immobile, p m ' la plus haute 
puissance de p qui divise Tordre g de G, G renferme un sous- 
groupe P d'ordre p m \ et G=Px H a . 



( ') Voir notre Note précitée où nous montrons que le problème de la re- 
cherche des sous- groupes transitifs des isomorphes holoédriqucs et transitifs d'un 
groupe donné est compris dans celui de la recherche des décompositions de ce 
groupe en un produit de deux sous-groupes, et lui est équivalent quand le groupe 
donné est simple. 
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5° Groupes d y ordre 4/*-ra. — G renferme un sous-groupe 
d'ordre 2 et un sous-groupe invariant d'ordre 2A + 1 dont il est 
le produit. 

6° Groupe alterné G de n éléments. — Il est décomposable. 
En effet, on sait qu'il suffit d'établir l'existence d'un sous-groupe 
transitif A. de G. Si alors B est le groupe alterné de n — 1 élé- 
ments, G = A x B. 

a. n impair. On prend pour A le groupe des puissances d'une 
substitution d'ordre n. 

b. n pair et = f\h. On prend pour A le groupe dérivé des sub- 
stitutions 

7 = {a x at. . .ffi/i)('<zs/,-4-i* • • «*/*)» 



c. n pair et — : 4 /* -r- 2 = •*/>. 

On prend pour A le groupe dérivé (*) de la substitution 

Y — i <ti a t* • •<*/> > ( a p+i- • -«in '» 
et des substitutions 

7 Groupe symétrique de n éléments. — Il est décomposable. 
En effet, on a G = A x B, B étant le groupe symétrique de n — 1 
éléments, A le groupe des puissances d'une substitution circu- 
laire d'ordre n. 

Il résulte de là celte conclusion intéressante : 

L ensemble des groupes décomposables est plus étendu que 
l 'ensemble des groupes primitifs composés, puisque tout groupe 
primitif composé est décomposable et que les groupes alternés 
sont décomposables. 



( ' ) Ce groupe est d'ordre iv~ x p et, d'après un théorème de Mathieu ( Journal de 
Mathématiques, 1861), généralisé par M. Sylow, contient aP -1 =14-/1/? sous- 
groupes d'ordre p. On en conclut ip~ x . -. 1 (mod /?), théorème dû à Fermai. 
Cette démonstration n'est qu'un cas particulier de la démonstration du théorème 
de Fermât [a? -- a ( mod p) quel que soit a], que nous avons donnée dans 
noire Thèse de Doctorat ( Gauthier- Yillars ; 1892, p. 116), en nous appuyant 
sur le théorème de Mathieu et de M. Sylow 
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Nous énoncerons encore les propriétés suivantes, dont les 
démonstrations ne sont qu'indiquées : 

Lemme. — Si deux sous-groupes U t et H 2 , d'ordres /i t et A 2 , 
d'un groupe G d'ordre g, sont tels que le plus petit commun 
multiple de h { et h 2 est g, on a G = H, x H 2 . 

On voit, en effet, de suite que le groupe (H^ H 2 ), dérivé deH| 
et H 2 , contient au moins g substitutions qui sont le produit d'une 
substitution de H| par une de H 2 . 

Théorème. — Si un groupe primitif G de degré n est indé- 
composable, il possède au moins deux isomorphes holoédriques 
et primitifs de degrés différents et différents de n. 

En effet, soient/) un diviseur premier de n,/? a la plus haute puis- 
sance de p qui divise l'ordre g de G. G contient au moins un 
sous-groupe maximum H d'ordre h divisible par p a , et auquel 
correspond (') un isomorphe holoédrique et primitif T de G, de 

degré ~ premier kp et ^ n. 

Soit q un autre diviseur premier quelconque de /i, yP la plus 
haute puissance de q qui divise g : si A= o (mod q?), quel que 
soit le diviseur q de n, le lemme précédent montre que G est 
décomposable. 

Si donc G n'est pas décomposable, on peut trouver q tel que 
n = o (mod q) avec h ^ o (modgrP). Il existe alors un sous-groupe 
maximum H t de G d'ordre h { divisible par q?, auquel correspond 

un isomorphe holoédrique et primitif T t de G de degré y- premier 
à q et différent de n et de j* 

III. 

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES GROUPES DÉCOMPOSABLES. 

i° Si A = B x 13', et si D contient B et est contenu dans A, on 
a A = D x B\ 



( f ) Voir, par exemple, W. Dyck, Mathematische Annalen, t. XX et XXII, cl 
notre Thèse de Doctorat, p. 12 et t5. 



n 
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Nous dirons que B et B' sont des facteur* complémentaires 
de A. 

«° Si A = BxB'=Cx C\ C étant contenu dans B, on a 
B = C x D, D étant le groupe commun à B et C. 

En effet, soient a, b, b\ c, c 7 , d les ordres respectifs de A, B, 
B', C, C, D; E le groupe commun à B et B', d'ordre e; F le 
groupe commun à C et C, d'ordre/. On a 



On en conclut 



a = 


bb' 
e 


— 


ce' 


bc' 
d 




b 


— 


cd 

/ 





Soit 4>, d'ordre o, le groupe commun à C et D; B contenant C 
et D, onai^ — • D étant contenu dansC, $ est contenu dans C 

;■ ? 

et C, par suite dans F, et <p^/. On en tire 

cd ^ cd __ . > cd 

d'où cp =/. Donc si y et S sont des substitutions de C et D respec- 
tivement, on a exactement -j substitutions de la forme y8 et 

B=CxD. 

3° Réciproquement, si A = B x C, et B = C x D, D étant le 
groupe commun à B et C, on a A = C x C. 

En effet, si F est le groupe commun à C etC, il suffit de mon- 
trer que 



Oi 



ce' 

a = 7 



bc' . cd 

a ^ — r , b = — , 

a o 



4> étant le groupe commun à C et D, d'où 

_ c cd _ ce 

d op © 

Or F, commun à C et O, est commun à B et C : donc F est 
contenu dans D, c'est-à-dire commun àD et C, par suite contenu 
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ce' ^ ce' 



dans 4>; /divise ©, et f~o. Mais -y %a = — * puisque C et C 

/ 7 , 

sont contenus dans A ; donc ç ~/, d'où/^ 3, •* = -y • 

4° Si A et B sont échangeables à C, (A, B) est échangeable à C. 

5° Si A et B sont échangeables, et si C, contenu dans B, est 
échangeable à A, soit D le groupe commun à A et B : D est échan- 
geable à C. 

Soient a, a', . . . ; jî, . . .; y, . . .; o, . . . des substitutions de A, 
B, C, D respectivement. On a 

av — •/ a, 
07 = 7» a", 
a"=7'-i87 = p'=8' s 



* >» 



07 = 7 o . 

(>° Si A = CB' et si B contient C et est contenu dans A, on a 
B=CxD, D étant le groupe commun à B et B'. 

Il suffit d'appliquer la deuxième propriété en faisant C'=B'. 

7 Réciproquement si A = B x B', si D est le groupe commun 
à B et B', et si B = C x D, on a A ^ CB'. 

On applique la troisième propriété en faisant C'— B'. 

IV. 

AUTRE MAMERE TE PRÉSENTER CERTAINES DES IDÉES PRÉCÉDENTES. 

Soient G un groupe transitif qui ne soit pas primitif, H a le 
groupe qui laisse une lettre a immobile, N le degré de G, g, A a 
les ordres de G et H a ; on a g -— M// a . 

Soient 

1*1? Pj» • • • » '*>> 

p 

Qi» Q*> •••> Qn 

deux répartitions des lettres de G, p à p et q à q admises par le 
groupe G. Toute substitution S de G qui remplace P, par P/', et 
Qy par Qy , remplace les lettres communes à P/ et Qy par les 
lettres communes à P,* et Qy. Si P/ et Qy ont en commun /• 
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lettres formant un système R, (/• > o), les lettres communes à 
Pi» et Qy formeront un système R 2 de r lettres ayant toutes ses 
lettres communes ou n'en ayant aucune avec R t . G étant tran- 
sitif, on pourra toujours trouver une substitution S remplaçant 
une lettre donnée a de R! par une lettre arbitraire 6, et si S 
remplace Pi et Qy par P,* et Qy» on voit que b fera partie d'un 
système R* de r lettres formé des lettres communes à P^ et Qy. 

Les systèmes 

Ri, Rj T . . . , R*, 

contiendront toutes les lettres de G, seront toujours communs 
chacun à deux des systèmes P et Q et à deux seulement, et n'au- 
ront deux à deux une lettre commune que s'ils sont identiques. 

En choisissant convenablement — ? on aura donc une répartition 

des lettres de G, r à /*, en systèmes de non-primitivité. 

Si (P,-), (Qy), (Ra) sont respcciivement les groupes de substi- 
tutions qui permutent exclusivement entre elles les lettres d'un 
des systèmes P/, Qy, R*, leurs ordres sont respectivement 

(p)=ph 0Lj (q) = qh*, (r)=rh aL . 

r étant évidemment diviseur commun de p et q, on a 

p=mr, q = Xr, 

et si R* est commun à P, et Qy, (Ra) est le groupe commun à (P,) 
et (Q;). 

Une répartition R l7 R 2 , . . • dont chaque système est contenu 
dans un des systèmes de P^ P 2 , ... et de Q t , Q 2 , • . . est dite 
commune aux deux répartitions P et Q. Celle que nous avons 
formée plus haut est la plus grande répartition commune à P 
etQ. 

S'il existe une répartition S|, S 2 , . . . , S^- telle que chacun des 
systèmes S contienne un nombre exact de systèmes P et de sys- 
tèmes Q, la répartition S sera dite multiple de ces deux répar- 
titions. 

Une substitution ï de G qui remplace Pi par P,' remplace 
l'ensemble Si des systèmes Q ayant des lettres communes avec P/ 
par l'ensemble 2V des systèmes Q ayant des lettres communes 
avec Pi'. Mais il s'en faut de beaucoup que les ensembles Si, 2,-, ... 
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qu'on obtiendrait en raisonnant comme précédemment sur les 
systèmes R forment toujours une répartition en systèmes de non- 
primitivité admise par G. Ces systèmes peuvent avoir deux à deux 
des lettres communes sans les avoir toutes. 
Voici un exemple simple : 

Le groupe régulier G d'ordre et de degré 60 isomorphe au 
groupe alterné de cinq éléments admet plusieurs répartitions de 
ses lettres cinq à cinq, sans quoi il serait composé (•). Soient 
P, , P 2 , ... et Q<, Q 2 , ... les systèmes de deux de ces réparti- 
tions : deux des systèmes P et Q auront en commun r lettres, 
r divisant 5, d'après ce qui précède, avec /• < 5 : donc r = i. 
L'ensemble E t des systèmes Q ayant des lettres communes avec 
P< contient a5 lettres et G n'admet pas de réparliliofi de ses lettres 
?5 à 25. 

Plus généralement, si m est la plus haute puissance du nombre 
premier 6 qui divise l'ordre g d'un groupe régulier G, et si G ne 
contient pas de sous-groupe invariant d'ordre O™, G admettra 
plusieurs répartitions de ses lettres 8 m à 9 m , et si P<, P 2 , . . . el 
Q«? Q21 • • • sont deux de ces répartitions, on verra encore que 
l'ensemble S f des systèmes Q ayant des lettres communes avec P| 
contient 9" lettres avec n 5 m -h 1 , et G n'admet pas de répartition 
de ses lettres 6" à 0". 

Il pourra néanmoins se présenter des cas où deux quelconques 
des ensembles £|, 2 2 , ... n'ont aucune lettre commune s'ils ne 
les ont pas toutes Alors 2<, £ 2 , . . . donnera une répartition des 
lettres de G, s à s, S t comprendra exactement m systèmes Q el 
y systèmes P. On voit, en effet, sans peine, que l'i est formé de 
l'ensemble des systèmes P a^ant des lettres communes avec Q f . 
Chacun des systèmes Q t , Q 2 , ... ayant des lettres communes 
avec P l7 en aura le même nombre r, et 

L'ordre (s*) du groupe des substitutions de G laissant inva- 
riable le système S* est 

(Sf,) — S/l a = *-f- /j a . 



(') Voir notre Thèse de Doctorat, p. 10. 
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(S,) contient (P t ) el (Qi). (P|) et (Qi) n'ayant que rh* substi- 
tutions communes, le groupe [(Pi), (Qi)] dérivé de (Pi), (Qi) est 

d'ordre ?I —/* a = (s,). Donc (P,) et (Qi) sont échangeables et 

leur produit est (Si). 

Réciproquement, si l'on considère les deux systèmes P< et Q t 
ayant /• lettres communes exactement, et si (P f ) et (Qi) sont 
échangeables, l'ensemble S, des systèmes Q ayant des lettres com- 
munes avec Pt donnera une répartition en systèmes S de ^ lettres 
admise par G. Il suffit, en effet, de considérer le groupe (P« ) x (Q,) 
d'ordre *-f /* a et la répartition correspondante admise par G. 

Ceci posé, nous dirons par extension que les deux répartitions 
P et Q sont échangeables si les deux groupes (P|) et (Qi) le 
sont. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Etant donné un groupe G transitif qui 
admet les deux répartitions en systèmes 

■ 1» r 2 

Qi» Qii • • -> 

la condition nécessaire et suffisante pour que V ensemble des 
systèmes Q ayant des lettres communes avec un même sys- 
tème P< forme un système d'une répartition en systèmes de 
non-primitivité admise par G, c'est-à-dire pour que les deux 
répartitions P, Q soient échangeables, est que le groupe (P<) 
soit échangeable à un des groupes (Qy), (Pi)? (Qy) étant for- 
més respectivement des substitutions qui laissent immobiles P/ 
et Qj. 

Nous nous proposons de considérer en particulier les groupes 
dont tous les sous-groupes sont deux à deux échangeables : soit G 
un pareil groupe d'ordre g =p** • • •/*/'(/*• > • • • > Pi nombres pre- 
miers différents). G renferme un groupe H t d'ordre p** : si H, 
n'est pas invariant dans G, G renferme au moins deux sous- 
groupes distincts d'ordre />"» échangeables : le groupe dérivé serait 
d'ordre p& 1 avec j3 4 >a,, ce qui est absurde. 

On en conclut que deux sous-groupes d'ordre p* k , />*' (A "y^j) 
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de G sont tels que chacun est permutable aux substitutions do 
l'autre. Donc ( f ) chacun a ses substitutions échangeables à celles 
de l'autre, et Ton a ce théorème : 

Théorème II. — Un groupe G d'ordre /?*» . . »pf l (pt , ...,/>/ 
nombres premiers distincts) et dont tous les sous-groupes sont 
échangeables est tel que toute substitution d'ordre p™ y est 
échangeable à toute substitution de G d'ordre premier à p h- 

Ces groupes sont résolubles. 

Remarque. — Les groupes dont toutes les substitutions sonl 
échangeables appartiennent à cette catégorie de groupes ( 2 ); mais 
celle-ci comprend d'autres groupes. C'est le cas du groupe A régu- 
lier d'ordre et de degré 27 dérivé des substitutions 

S = { I 1 3 \ 5 6 7 8 9 ) ( i' -2 . . . C)' ) ( I ' 2*. . . </ ), 

T = (ll^'M^4^^)(77'7 ff )(•^V8 ff )(7:3''8n^58')(39'6^M3'9''^>.)(3' f 96'). 



les éléments étant représentés par i, 2, . . ., 9, 1', 2', . . ., g', 

On a 

T-iS T = S\ 

T->S»T ^ S 3 . 

Ce groupe n'est pas formé de substitutions échangeables, et 
cependant deux quelconques de ses sous-groupes sont échan- 
geables. On voit, en effet, que ST et ST 2 sont d'ordre 9 et que 
G renferme 18 substitutions d'ordre 9 et 8 d'ordre 3 formant un 
sous-groupe d'ordre 9 avec l'unité. 

Nous verrons plus tard que les propriétés précédentes s'étendent 
d'une façon plus parfaite aux groupes de Lie. 



( ' ) Voir, par exemple, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse. 
t. I\, 189a, D.17, théorème V. 

(-) Ces groupes comprennent les groupes appelés hamiltoniens par MM. Dcde- 
kind et Miller (Comptes rendus, 16 mai 1898); ils en comprennent d'autres, car 
A n'est pas hamiltonicn. 

Un résumé des résultats ci-dessus a été communiqué au Congrès de Boulogne 
pour l'avancement des Sciences. (Voir Comptes rendus de l'Association fran- 
çaise pour l'avancement des Sciences, 1899.) 
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SUR UNE CLASSE DE SURFACES ALGÉBRIQUES DONT LES COORDONNÉES 
S'EXPRIMENT PAR DES FONCTIONS UNIFORMES DE DEUX PARAMÈTRES; 

Par M. Emile Picard. 

1. Dans un Mémoire sur certaines transcendantes uniformes 

{Journal de Mathématiques, 1890), M. Poincaré s'est posé le 

problème suivant : Etant données une substitution rationnelle 

sur n variables 

l u\ — Ri(Mi, Uï m«), 

m', — Rj(i/i. i/t, .... u n ), 



U ft T= R,.(M,, Mi, ...,«„), 



et une constante m de module supérieur à l'unité, rechercher si 
Ton peut trouver des fonctions f s (t),f 2 (t), ...*f n (t) uniformes 
dans tout le plan ei holomorphes dans le voisinage de / = o ( f ), 
telles que Ton ait 

/1 (/»/) = Ri[/.(0,/*(O, •.•,//«(')], 



Nous allons nous poser un problème analogue, en supposant 
que les R, au lieu d'être des fonctions rationnelles, sont des fonc- 
tions algébriques; nous nous bornons aux cas de deux lettres, et 
nous posons le problème de la manière suivante : 

Soit une surface algébrique 

F(x,y,z) = o 
admettant une transformation rationnelle en elle-même 

1 X = Ri(.r Jê y, 3), 

(S) < Y =R,(.r,v,2), 

( Z = R 3 (.r,r, z), 



(') J'ai traité le même problème (Acta mathematica, tomes XVIII et XXIII), 
en supposant que le point t -- puisse être un point singulier essentiel des 
fonctions /. Le problème est alors d'une tout autre nature et beaucoup plus gé- 
néral. Certaines relations, qui doivent être vérifiées nécessairement dans le pro- 
blème de M. Poincaré, n'ont plus besoin d'avoir lieu : je ne m'occupe ici que de 
fonctions / holomorphes autour de l'origine. 

XXVIII. o 
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et supposons que celle transformation admette comme point 
double le point x = o, y = o, z = o, point simple par hypothèse 
de la surface. Nous voulons chercher des fonctions uniformes 



telles que 



et que 



/(O, j(0. +(0, 
F[/(0, ?('), +XO] = o 
/(mO=Ri[/(0.?<0.+(0]> 

T(mO=Ri[/(0,T(0,+(0]i 
+(mO = Ri[/(0,TdO.+(0]- 

2. Dans le voisinage de l'origine, la substitution S peut être 

mise sous la forme 

X = ax -+- by -*-..., 

Y = a'x -+- b'y -f- . . . ; 

les seconds membres étant des séries ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de x et y, et convergentes dans le voisinage 
de x =y = o. En faisant une combinaison linéaire convenable 
de x et y, et écartant un cas exceptionnel, on peut supposer que 

b = a' = o, 
et nous prenons alors la substitution S sous la forme 



X — ax 

Y = &>+..., 

les termes non écrits élant de degrés supérieurs à un. 
S'il existe des fonctions 

j/(0 = At-f-..., 
( <p(0 = Bl-f- ..., 

holomorphes dans le voisinage de f = o, et satisfaisant aux 

relations 

f(mt) = a f(t)+ ..., 

o(mo = £'/(<;>-+- ..., 

et si A et B ne sont pas nuls tous deux, soit, par exemple, A ^ o, 
il faudra que m = a. Nous nous plaçons dans ce cas, et il est 
clair que, si b' n'est pas égal à a, il faudra que 6 soit nul. Le cas 
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particulièrement intéressant* pour nous est celui où 

b' = a(\a\ >i) 

et nous adoptons maintenant cette hypothèse. 

3. Nous allons montrer que les équations 

( fiât) = af(t)-~- ... , . , 

(a) r; ; ')' (module de *>i), 

où f{t) et 'f(t) sont les fonctions holomorphes représentées par 
les développements (i), définissent complètement ces fonctions/ 
et o, quand on se donne arbitrairement A et B. On voit d'abord 
de suite que l'on pourra déterminer de proche en proche les coef- 
ficients des développements (1) à l'aide des équations (2) ; il faut 
voir si ces développements sont convergents pour | / 1 suffisamment 
petit. 

Nous y parviendrons indirectement en démontrant par une autre 
voie l'existence des fonctions cherchées; ce sera en procédant par 
approximations successives, comme je l'ai fait dans le cas beau- 
coup plus complexe où t = o était une singularité essentielle. 
Posons 

nous avons les équations 

l F(«/) = «F(0-HPU.F f *), 
I *(aO = a*(')-î-Q(',F,+), 

où P et Q sont des séries entières en t, F et 4>, commençant par 
des termes du second degré par rapport à ces trois lettres. Nous 
allons obtenir des fonctions holomorphes F et <ï> satisfaisant aux 
équations (3) et commençant par des termes au moins du second 
degré en /, en procédant de la manière suivante par approxima- 
tions successives. On part de l'équation 

F 1 («0=«F I (0- i -H(^,o,o), 
*i(al) = a*i(0-+-Q('iO l o) î 

qui détermine un couple de fonctions F|(/) et ♦«(/) commençant 
par des termes au moins du second degré. On prend ensuite 
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l'équation 

F, (at ) = a¥ t (t » -^- P(/, F,, +,•. 

*,(an = a4v0 — QC F,, *, . 

qui détermine un couple F 2 , $ 2 dans les mêmes conditions, et 
ainsi de suite on passe de F„_,, & n -i à F„, <b n par les équations 

F. (al) = a¥ n (t) -f- P(*, F„_„ +,_,), 
*„(<!*) = <!*„(/) -+- Q(|, F„_,, *„_,). 

Nous allons montrer que F* et <!>„ ont des limites (pour n = ao) 
fonctions holomorphes de / dans le voisinage de l'origine, et, par 
suite, les équations (2) admettront une solution de la forme (1) 
où A et B ont des valeurs données. 

4. Il est clair qu'il suffira de faire le raisonnement dans le cas 
d'une seule fonction; nous considérerons donc une seule équation 

(4) F(«i/) = aF(0-+-P(#, F.. 

P étant une série en / et F commençant par des termes du second 
degré en / et F. 

Un lemme préliminaire va nous être utile. Envisageons 

l'équation 

F(at) = «F(/)-r-R(0, 

R(l) étant une fonction holomorphe dans le cercle et sur la cir- 
conférence C de rayon p décrit autour de l'origine comme centre, 
et dont, en outre, le développement commence par un terme 

en t' 1 , soit 

R(/> — a,* 2 — * a /*- . .. -r-a„f" -*- 

On trouve de suite une fonction holomorphe 

F(f) = A,f* — A,f J — ... — A «!«-*- ... 

satisfaisant à la relation précédente, et Ton a 

A„ = 



«« 



a* — « 



Si nous désignons par M le maximum du module de R< t) sur la 
circonférence C. on aura 

?" 



r> 
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et par suite, puisque | a | est supérieur à l'unité, on aura à Tinté- 
rieur et sur la circonférence C 

|F(i)|<*.M, 

k étant un nombre positif qui dépend uniquement de a. 

5. Revenons maintenant à l'équation (4) et aux équations suc- 
cessives envisagées au n° 3 : 

F w (aO-«F ll (0^-P(^F /l .. I ) (F =o). 

Si, dans le cercle de rayon p, on a 

on aura évidemment, d'après le lemme précédent, en désignant 
par/>(/,F) ce que devient P(f, F) quand on remplace chaque 
coefficient par son module, 

Il est aisé d'en conclure une limite supérieure pour M,,. Consi- 
dérons, à cet effet, la transformation 

(5) x' — k.p(p, x). 
Si p est suffisamment petit, l'équation 

(6) x = £./?(?> x) 

a une racine voisine de zéro (elle est de l'ordre de p 2 ). De plus, la 

dérivée de 

fc.pip, x) 

pour cette racine est aussi très petite (de l'ordre de p); elle a donc 
un module moindre que l'unité. Par suite, d'après une proposition 
bien connue, la transformation (S), répétée un nombre infini de 
fois en parlant de x = o, tend vers une limite qui est la racine de 
l'équation (6), et nous pouvons écrire 

|F n (OI<K, 

K étant un nombre fixe qui est très petit quand p est très petit. 
Ceci ne suffit pas encore à établir que F„(/) tend vers une 
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limite ; mais considérons l'équation 

F n (at) - F„_, (ai) = a[F m (t) - F n _,(/)] -+- P(*, F*-,) - P(f, F».,). 

Or, d'après ce qui précède, on a manifestement 

P(f, F n _,) - P(*, F».,) | < X x maximum de | F*-, — F n _, |, 



X étant un nombre fixe, très petit si p est très petit. Donc, d'après 
le lemme du numéro précédent, 

Max. de | F n — F„_, |< *.X. Max. de | F«-, — F n _, | , 

ces maxima [étant, bien entendu, relatifs au cercle C de rayon p . 
Or, si p est très petit, on aura 

Â.X< i, 

puisque A est très petit en même temps que p. On voit par suite 

que la série 

F, -h (F, -F,) -+-... -i-fFa-F,,-,)-*- ... 

est uniformément convergente dans le cercle de rayon p, si le 
rayon de ce cercle est assez petit, et nous avons alors établi 
que F w (f) converge uniformément vers une limite qui est une 
fonction holomorphe dans le cercle G. 

6. Nous avons donc obtenu des fonctions satisfaisant aux con- 
ditions du n°l, et qui se trouvent définies dans le cercle G, où elles 
sont holomorphes. Les relations 

/(aO = R|[/(0, ?<0. *(OL 
f(al) = Ri[/(0» ?(*>, ♦(01, 
♦ (aO = *»[/( 0. ?(0, ♦(*)] 

permettent de faire de proche en proche l'extension des fonc- 
tions /, ©, <p dans tout le plan, en passant successivement aux 
cercles de rayon | a | . p, puis | a 2 1 . p et ainsi de suite. Ces fonc- 
tions seront méromorphes dans tout le plan, ayant seulement, en 
général, le point à l'infini comme point singulier essentiel. 

7. Envisageons maintenant ces fonctions à un point de vue un 
peu di fièrent. Elles dépendent de la variable t et de deux constantes 
Â et B, et sont des fonctions méromorphes de ces trois lettres pour 
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toutes les valeurs finies. Mais il suffit de regarder chacune des 
approximations successives qui nous ont servi dans les démonstra- 
tions précédentes pour voir que /, <p et ty sont en réalité des 
fonctions de At et Bl. Si donc on pose 

Xt = u, Bt = v, 

les trois coordonnées x, y, z d'un point de la surface se trouveront 
exprimées par des fonctions uniformes des variables indépen- 
dantes u et v. Il n'est pas douteux que le déterminant fonctionnel 
de u et v soit différent de zéro, puisque dans le voisinage de u = o, 
f = o,ona les développements 

27 — U ~~r~ • . . , 

les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier 
en u et v. 

Notre surface jouit donc de la propriété remarquable suivante : 
Les coordonnées x, y, z d'un point de la surface peuvent s'ex- 
primer par 

! a? = /(i*,?). 
y = ?("i«')» 

les trois fonctions /, <p, ty étant des fonctions méromorphes à 
distance finie des deux variables indépendantes u et v y et 
jouissant de la propriété exprimée par les identités 

f(au,av) = h, [/(«/, v) 9 <p(w,i>)> «K^OL 
y (aie, av) = Ri[/(a, v), <p(M,*>), <1>(m, *>)], 
ty(au,av) = R 3 [/(m, v), ?(", ")> +(">")]> 

qui se déduisent du remplacement de t par at. 

8. Ici se posent plusieurs questions sur lesquelles j'appellerai 
l'attention plutôt que je ne les résoudrai. Tout d'abord les sur- 
faces supposées existent-elles ? Je veux dire : en dehors de certaines 
surfaces qui se présentent immédiatement. Les surfaces unicur- 
sales admettent évidemment une infinité de transformations ra- 
tionnelles satisfaisant aux conditions requises. 11 en est de même 
pour les surfaces se rattachant aux fonctions abéliennes, telles 
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que x, y, z s'expriment en fondions abéliennes de deux para- 
mètres U et V, de telle façon qu'à un point arbitraire de la sur- 
face ne corresponde qu'un seul système de valeurs de U et V, 
abstraction faite des multiples des périodes. En effet, à la trans- 
formation 

(U,V; //iU, m Y) (m entier) 

correspond une transformation rationnelle de la forme S (on sup- 
pose que U = o, V = o correspond à un point simple de la sur- 
face). Le nombre a est ici égal à l'entier m. En partant de la sub- 
stitution S, l'application des considérations que nous venons de 
développer nous ramènerait précisément aux fonctions abé- 
liennes. 

L'existence étant admise de surfaces algébriques d'un type nou- 
veau au point de vue d'une représentation paramétrique, une 
question d'une autre nature se poserait. La représentation (E) 
atteint-elle tout point de la surface? 11 se pourrait a priori 
qu'à l'ensemble des valeurs de u et v correspondît seulement une 
portion de la surface. 

9. Pour la première question posée, il semble au premier 
abord que les conditions imposées à la surface, relativement à la 
transformation rationnelle S, sont assez peu limitatives. Mais 
l'exemple des courbes algébriques nous montre qu'il ne faut pas 
se fier aux. apparences. On pourrait se proposer pour les courbes 
un problème tout analogue à celui que nous avons étudié pour les 
surfaces, en supposant qu'une courbe 

possède une transformation rationnelle en elle-même 



(S)' 



j X = Ri(.r,j), 
/ Y ■-= R,(^, y), 



ayant un point double à l'origine qui serait un point simple de la 
courbe, de telle sorte que (S)' puisse ramener autour de l'origine à 

X = ax -+..., 

le second membre étant une série entière en x, et les termes non 
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écrits étant de degrés supérieurs à un, avec Ja condition supplé- 
mentaire 



Pour une telle courbe F, on aura, en raisonnant comme plus 
haut, 

*-/(**), y =<?("), 

/et <p étant des fonctions méromorphes de w dans tout le plan, qui 
satisfont aux relations 

/(«a) = Ri T/(«0. ?(«;]• 
?(«") = H * LA«>, ?(")]• 

Or, les courbes possédant une transformation (S)' qui jouisse 
des propriétés requises sont nécessairement du genre zéro ou un. 
On peut le voir d'une manière élémentaire, et cela résulte aussi 
immédiatement d'une propriété générale que j'ai établie autrefois 
sur les fonctions uniformes d'une variable liées par une relation 
algébrique. On ne connaît malheureusement aucun théorème ana- 
logue relatif à des fonctions uniformes de deux variables, et les 
cas d'une représentation paramétrique pour une surface algébrique 
à l'aide de fonctions uniformes ne sont pas nombreux; en dehors 
des surfaces unicursales et des surfaces hyperellipliques (avec 
leurs dégénérescences), je ne vois guère à citer que les surfaces 
hyperfuchsiennes et les surfaces hyperabéliennes. Il n'est pas im- 
possible qu'une étude approfondie du type signalé dans les pages 
précédentes conduise à des découvertes intéressantes; c'est ce qui 
m'a engagé à publier les résultats que l'on vient de lire, quelque 
incomplets et même en un sens quelque hypothétiques qu'ils 
puissent être. 

SUR QUELQUES PROBLÈMES RELATIFS A LA DISTRIBUTION 

DES NOMBRES PREMIERS; 

Par M. E. Landau. 

1. Le théorème, regardé comme exact depuis longtemps, que la 
somme des logarithmes des nombres premiers inférieurs à x est 
asymplolique à x, c'est-à-dire que son quotient par x tend, pour 
x ==oo, vers l'unité, a été démontré pour la première fois indé- 
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pendamment par M. Hadamard (') et par M. de la Vallée-Pous- 
sin (*), de même que le théorème plus général que la somme des 
logarithmes des nombres premiers y, inférieurs à x et compris 
dans une progression arithmétique déterminée déraison /r(pre- 

mière au terme initial), est asymptolique à — r-* 

Je désigne, dans ce qui suit, l'égalité asvmptotique par le 
signe oo; j'entends, en outre, par JG(ar)j une fonction telle que 
son quotient par une fonction déterminée G(x) tend, pour x = oo, 
verso, et par O [G (a:)] une fonction telle que son quotient par 
G(x) reste compris, pour x = oo, entre deux limites finies; dans 
le cas particulier où elles coïncident, le quotient tend vers o ou 
vers une autre limite finie. 

Les remarques qui forment le point de départ des pages sui- 
vantes se rattachent à la méthode employée par M. Hadamard 
pour arriver au résultat mentionné plus haut. M. Hadamard 
établit d'abord, pour ;/.> i, l'équation asvmptotique 

I ^KT^ jC JT 

et en déduit le théorème énoncé, qui correspond au cas {1 = 1. 
Mais il ne croit pas ( 3 ) que l'équation générale (1) puisse se dé- 
duire inversement de la relation correspondant à jjl = i et pose 
le problème de rechercher quels renseignements la relation gé- 
nérale (1) fournit sur l'erreur commise en remplaçant ^ logff 

qS.x 

par sa valeur asymptotique, c'est-à-dire sur l'ordre de grandeur 
de la différence 

log? 



2 



7<x 



?<*) 



On verra cependant, dans la suite, qu'il est possible de déduire 



( ' ) Sur la distribution des zéros de la /onction Ç ( s ) et ses conséquences 
arithmétiques (Bulletin de la Société mathématique, t. XXIV; 1896). 

( 3 ) Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers ( Annales 
de la Société scientifique de Bruxelles , t. XX, a* Partie; 1896 ). 

( 3 ) Loc. cit., p. 219. 



> 
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l'équation asymptotique (i) de la seule équation 

(2) 2 l0g ?°° 



7= x 



?(*)' 



de sorte qu'il faut donner à la question posée par M. Hadamard 
la réponse que l'équation (î) ne saurait fournir aucun renseigne- 
ment sur la fonction ^jloggr — — -p- , vu que l'équation (i) sub- 

q 2.X 

siste non seulement pour les nombres premiers de la progression 
arithmétique, mais aussi pour toute classe de nombres q satisfai- 
sant à la seule condition que la somme des logarithmes de tous 

les nombres q inférieurs à x soit asymptotique à , • 

Il suffit de considérer la suite naturelle des nombres au lieu 
d'une progression arithmétique quelconque; car, abstraction faite 
du facteur <p(A") entrant dans toutes les formules, les considéra- 
tions sont, dans le cas général, littéralement les mêmes. 

2. Je pars donc de la relation 
(3) Sr(*) = 2log#>i/>* 

p^x 

et je me propose d'en déduire 

(j) 2 l °g/ H °e fA ~ 1 ^ < ^* r (t x ) (f JL > | ), 

p'Ç-X 

où les sommes s'étendent à tous les nombres premiers qui ne sont 
pas supérieurs à x. 

Déjà Tchebycheffa appliqué l'artifice de la sommation partielle, 
dû à Âbel, à la considération de sommes étendues aux nombres 
premiers d'un intervalle donné. On se convainc facilement que les 
développements du septième Chapitre de son Mémoire sur les 
nombres premiers (* ), de même que ceux de Hargreave ( 2 ) et de 
Polignac ( a ) sont, mutatis mutandis, valables aussi dans le cas 

(') Journal de Mathématiques, i M série, t. XVII, p. 38a; i85a. 

( 3 ) Analytical researches concerning numbers {Philosophie al Magazine, 
tbird séries, t. XXXV, p. 49; 1849). 

( 3 ) Recherches nouvelles sur les nombres premiers {Comptes rendus, 
t. XLIX, p. 35o; i859,\ 



% 
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que le terme général F(v) de la somme dépend non seulement de 
v, mais aussi des limites de la sommation. 

En combinant ces considérations avec le théorème (3), on ob- 
tient comme corollaire la proposition suivante : 

Si une fonction réelle de deux arguments positifs F (v, x) 
satisfait aux trois conditions suivantes : 

i* F(v, x)^.o pour i Svl x, 

F(v, x) . F (v\ x) . . , ^ 

2° -^-2 — - ± — x , pour 2 < v - v' - x, 

logv logv * - _ - 

3° en donnant à v w/ie valeur déterminée quelconque, 



Fht.x)—{ I —r du-, 



ces conditions sont suffisantes pour pouvoir énoncer V égalité 
asympto tique 

" F(m, x) 



2"^-)-jf Hiï 



Démonstration. — En définissant une fonction e(x) au mojen 
de l'équation 

5(x) = \ 1°©/* = ^ -^ xl(x) 



p<X 



[s(o) doit signifier o] ? et en tenant compte de ce que 

1 -h vs(v) — (v — i)e(v — i) = 3(v) — 3(v — i) = logv ou o, 

suivant que le nombre v est premier ou composé, on a 



.r 



2f (/ ,,*).2^-^i>f ( v,.*) 

p<x v=î 



X X 



"T^iT" + 2* E^ (v ' x) ' 



V=î v=t 

x .r— l 



( 5 ) ( p*£x v=« v =» 

7 loga? log9. 
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Comme la fonction — 7- 1 — - va en décroissant si v augmente 

loev ° 



F(v,#) 



V=î 



(deuxième hypothèse), on peut remplacer la sommeil — p— -par 
l'intégrale correspondante avec une erreur d'ordre 

* {2,X) - ij t log« *">' 
(troisième hypothèse). On a donc 



v = * 



2 F(v, .r) __ /• F (M,aM 
logv ~ . /. logff 



i r*F(».^)^..) 



»- î 






du ' 



M, lo S w ) 



Soit 8 un nombre positif donné. On peut déterminer un nombre 
m tel que, pour v^ïsj, 



Dom 



l«(v)|<- 

•2 



x—l 



2. v fF(v, ar) F(v-f-r,a?n , . FO, 3?) 

V£(v) ["n^ — iog ( vH-.) J +xs(x) -i^- 



V=1 



< 



CI— I 



A U | logv log(v + i) J 

v=î 



.r— I 



^ [~F(v, .1 



FCv, .r ) F(v -4- 1, x) 



»og( 



v-i-i) J 



a FO,:r) 

_ O^ _______ 

à loga? 



La première somme du second membre se compose d'un nombre 

f -,— — du ( troisième hypo- 
, logw v Jl 

thèse); donc le second membre 






' v=_ 



F(v, x) 
log 



[v-(v-i)] 



__( r x *a±?}jj 



f F(u,a 
./, *og u 



du ' 



F(B,T) 



ô r ¥j_u^ 

*J X log a 



t/u, 



c'est-à-dire, pour # suffisamment grand, 
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le quotient par / . ( u * x > du tend donc, pour x = <x>, vers o, et 
il résulte de (5) que 

(6) 2F(^*)=jT -TSvT^ + U ~^ dU )' 



ce qu'il fallait démontrer. 
3. En prenant 



x 

F(v, x) = logv log!*- J - 9 



on obtient 

2X /* X [* X 

log/> logl*- -1 - oo l logl*- 1 - duts> ! Jogf*- 1 — é/w, 



d'où, en posant x — lie?, 

lof -r 
\o%x 



2x r° r ,of * r 

log/> logf*- 1 - oo — a* I e-rj'H-i dy = x f e~x yV-~ l dy 



pSx 



— xi e-ryV-- 1 dy —x I e -ryV-' 1 dy = a: T( jjl ) -h j#| ^jr({i), 

ce qui constitue le théorème (4) de M. Hadamard. 

i. Je résoudrai, dans ce qui suit, en n'appliquant pas d'autres 
ressources transcendantes que le théorème (3), le problème : 

Trouver la valeur asymplo tique du nombre ^(a:) de tous 
les nombres inférieurs à x et composés de k nombres pre- 
miers, tous différents. 

Ce problème a été énoncé parHargreave ( f ), mais je crois qu'on 
ne s'en est pas occupé jusqu'à présent. 
On a d'abord 

^l(x) = TZ(X)iS> 



logar* 

cette égalité asymptotique a été déduite par M. von Mangoldt 



( ' ) Luc» cit., p. 53. 
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et par M. delà Vallée-Poussin (') du théorème (3) et est, du reste, 

un cas particulier de (6), pour F(v, x) = î . 

ir 2 (x) est égal au nombre des paires de nombres premiers/?, q 

tels que 

pq ^x 
et 

P <?• 

En ne tenant compte que de la première de ces deux inégalités, 
on obtient deux fois tout nombre pq si p et q sont différents et 
une fois tout nombre p' 2 ; donc 



identité connue. 
On peut appliquer à la somme 






2*(î) 



la proposition du n° 2, ce qui donne 

** \pj Ji logw J t loga 

car t: ( - j = o pour u >> - • Soit 8 une grandeur positive don- 
née; gj étant convenablement choisi, on a, pour->nj, c'est- 

X 

à-dire pour u< — » 



lonc 



/.r\ a* „, .r 

\i*/ u{\ogx — logw; ~ w(Ioga: — loga/ 

x ( x \ .r 

*/, iogw " *J S wloga(iogar— iogw; 



.i- 



V, logi*| \k/ a(log.r--Ioga)|^ J f ulogw(log;r — 



logu; 



( • ) Von Mangoldt, Ùber eine Anwendung der Riemannschen Formel fiir 
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse {Journal de Crelle, 
t. 119, p. 66-71; 1898). 
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o 



r 



r CT _ du 

h u \ozu{\ozx — log m 



.r 



et 



= / ( s 1- , ; ) d\osu 

./ s \logu log-r — logii/ 

.r 

= [ log log u — log(log:r — loga)]f 

=. log log lûg logTO — log log'2 -h log log - 

W '& 

= îlog log.r -r- O ( l), 
a / r log a " './,. log m \log^/ 



tlonc 



i.r ct 



./, log M J t ««g" J, lOg M 

_ *jt:r log lug:r la?loglog:r) 
~" log-r ( l°g* i' 

d'où, en tenant compte de ce que 

.r log log.r 



€/w 



( 7 ) tt 2 U-)uo 



logx 



En suivant ce chemin, on parvient au théorème 

/Ut - /_W^ ' ^(lOglog^)^- 1 

(A — i)! log# 

Je suppose qu'il soit déjà démontré pour les valeurs i, 2, ..., À* 
et je l'établirai pour A : -+- 1 . 

Chacun des izk+i(z) nombres composés de A* -h i nombres pre- 
miers, tous différents, peut être mis, de k 4- i manières, sous la 
forme p.n, p désignant un nombre premier; n sera composé de 
k nombres premiers, tous différents entre eux et différents de p. 
Donc 

(9) (* + i)*k+i(*) = 2 i: *(f ) ""^^^ 
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où q{x) désigne le nombre des nombres inférieurs à a: et qui con- 
tiennent k — i nombres premiers une seule fois et un A ième deux 

fois. On a, comme î:a_i ( — , ) égale o pour p > 4/ - > 

fx X 

C * :r( logloga?)*-* du 
~~ J i**(Iogar — iloga) loga 

= ar(loglogx} A - , / — r-î -j j -• 



Or, si l'on pose m = -> cette intégrale 



~ ~V ,- Iogl>(Iog-F-+-alog< 



Vf. 



J.' 

1 



logo: ,/ r \logt» logar-h alogi'/ 

_ i { f 1 jh_ L Ç fiw 

= (*) + J ofLil^WoffJ-V 

\loga-/ /xlog* \ a / \log.r/ 

Donc 

L log* j 

ce qui est d'ordre inférieur à ~*(,r) et, a fortiori, à ~a + i (./'"). 
L'équation (9) donne donc 

A* \pj J t loga J % logu 



XXVIII. 
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a désignant une constante quelconque ( '). Comme dans le cas 
spécial k = 2 traité plus haut, on commet une erreur asymptoti- 
quement inférieure à la valeur de l'intégrale en remplaçant 



x 

U 



par 

1 .r[log(log.r — logw)]*- 1 

(A — l)! M(l0g2* — iOgU) 

Donc 

a doit être pris >e, pour que log(log# — logw) soit >o. 

Il faut maintenant calculer la valeur asymptotique de cette inté- 
grale qui, en mettant 

se transforme en 



•/loi 



logl 



i(5 — Tj 



En prenant a = e et en remplaçant la limite inférieure par 1 , on 

ne commet qu une erreur d ordre - — E-r- ^ — Or, 

^ logar 

La première de ces deux intégrales s'évalue directement : 

(ia) J*"' 10 ^ -*'^ 



(') Car la différence de ces deux intégrales est d'ordre 

J x loga "" \\o%x) 



a 



et les intégrales nêmes sont d'ordre plus élevé. 
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On trouve la valeur asymptotique de la seconde en tenant 
compte de ce que 

î î 

et que, pour r k < - , 

log*-i($_Ti) = [log^ log(i - -J)]*"'= ['°S? + 0(i)l*- 1 

= log*-'$H-0(log*-«|); 
on obtient 

* -, Ior*-i ($-»•,) 



u 



1 

(i3) Ç 



rfï) 



= log*-*5 f * ^-hlog*-»£0 f '^ + 0(log*-iÇ) 
= log*5 + 0(log*-*5). 

De (io), (n), (12), (i3), on conclut 

(À- — i)!(A--Hi)itifc+i(*)fco p^— (t -hij(loglog:r)*, 

k\ loga? 

ce qu'il fallait démontrer. 

5. L'erreur commise, en remplaçant, dans les hypothèses du n°2, 
la somme 



p<x 



par sa valeur asymptotique, peut être appréciée, avec plus ou moins 
de succès, au moyen du théorème récemment établi par M. de la 
Vallée-Poussin (*), que 



a désignant une constante positive. 



( l ) Sur la fonction Ç(j) de Biemann et le nombre des nombres premiers 
inférieurs à une limite donnée ( Mémoires couronnés et autres Mémoires pu- 
bliés par r Académie royale de Belgique, t. LIX, p. 54; 1899). 
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On tire de (5) 






x—\ 



^ vi r t — rF(v, x) F(v-f- ux)'\ 

0[F(,,x)1- t -0^ve-aH.«v^-^_.- i ^ v + [) > j 

V = 3 

0[a?e-« v ' î "«*F(a?, a?)]. 



Pour 



F(v f ar) = i, 



on a 

.r-l :r-l vJogfn^-J 

v ve -«^r_! i l = y c -«vi^ v v 

^ [logv log(v-+-i)J ^ logvlog 



V=3 V=î 

X— 1 



< y c -«v'logv v • - < \^ e-a^'fv = O / e-a^»«v ^ 



v=i v=l 



L'erreur commise en remplaçant le nombre t»(x) des nombres 
premiers <x par le logarithme intégral 

,., , r / T 1 " 8 du r* du \ 

S=o\./ loga J x ^ \oguJ 

est donc 

Ce résultat n'est pas nouveau ; il a été établi par M. de la Vallée- 
Poussin dans le cinquième Chapitre de son Mémoire cité ( f ); mais 
les développements précédents font voir que, le théorème 

V log/> = i + (xe- aVï ^) 
p=. x 

une fois établi, on n'a pas besoin de remonter à la théorie de la 
fonction Ç(s) pour démontrer que 

Tt(x) = U(x) -+- O (are-*»* 1 "**). 



(') Loc. cit., p. 63. 
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Pour la fonction désignée plus haut par n/ç(x), on obtient, par 
la même méthode, 

(l4) r ., (x) -, —L- f ('Qg'og^y- 1 + o r^nogjoggy^i (1) . 

(A — 1)1 log* l loga: J 

La même formule (i4) donne aussi la valeur asymptotique du 
nombre pk(x) des nombres <x qui sont divisibles par k nombres 
premiers différents pouvant être affectés d'exposants supérieurs 
à i , de même que celle du nombre <j*(#) des nombres <x qui sont 
composés de k nombres premiers, les facteurs multiples étant 
comptés selon leur degré de multiplicité. 

En effet, ceci est évident pour k = i , où les deux fonctions 
o-| (x) etU| (x) coïncident, tandis que p, (x) — Tz t (x) est le nombre 
des solutions de 



\m< x (m^-.»), 



fa 



donc d'ordre . 

log.r 

Supposons que le théorème soit déjà démontré pour les indices 

1,2, . . . , k ; il s'agit de l'établir pour l'indice k -f- i . Vu que 

O = ffA+i(x) — TZk+ t (x) 1 pi (X) -+- pt(X) -h . . .-r- p*(OT) 

l logx J 

(car tout nombre composé de A* -h i facteurs premiers, pas tous 
différents, en a i ou 2, . . . , ou k différents), il suffit de le prou- 
ver pour p* +! (x). Tout nombre divisible par k 4- 1 nombres pre- 
miers, dont un au moins est affecté d'un exposant supérieur à 1, 
est de la forme 

où a^2 et où m est un nombre composé de k nombres premiers 
différents entre eux, mais affectés d'exposants quelconques. Or, le 



(') Pour À' == 1, le théorème de M. de la Vallée-Poussin donne l'approximation 
plus grande 

*,(*) = Li(*)+0(*«-*ïi) --|-+o( j ^). 
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nombre des solutions de 

^ ~ m ~ 

est 

donc, a fortiori, 

= °t/- • 

Par conséquent, 



m m 



Le nombre des valeurs que m peut prendre 

L ,o g* J 

Donc 



.»• 



2~ =2 ^ -;* (v - ,) s,*) [> - -rU •«• -^ 

= y v(iogiogv)^- 1 j_ ] çi ygOogiogg)*- 1 "! 

Zà logv 1 L { ogx J 

_ i %X (loglogtf)*-' du^ _^_ Q [" ^(loglog^)^ 1 ! 
*/, iog" /â L logar J 

L [ °% x y 

par conséquent, 

_ 1 .Wlogloga?)* ["jrdogloga?)*- 1 "] 

AI logar L loga? J 

ce qui prouve que le second membre de l'équation (1 4) représente 
aussi les valeurs des fonctions p*(#) et **(#) pour de grands 
arguments. 
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SUR LES PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES D'UNE CERTAINE CORRESPONDANCE (1,1) 

ENTRE CUBIQUES FOCALES; 

Par M. R. Bricard. 

I. 

On sait qu'étant données deux cubiques planes, sans points 
doubles, la condition nécessaire et suffisante pour que Ton puisse 
établir entre ces courbes une correspondance (i, i) est qu'elles 
possèdent même invariant absolu. 

Quand il en est ainsi, les coordonnées de leurs points peuvent 
s'exprimer au moyen de fonctions elliptiques construites sur les 
mêmes périodes, et il existe deux infinités simples de transfor- 
mation birationnelles changeant l'une des cubiques en l'autre, les 
arguments de deux points correspondants satisfaisant à l'une des 

relations 

u = v -t- k, u -+- v = k\ 

où A* et A 7 désignent des constantes arbitraires. 

Nous dirons que les correspondances ainsi définies sont respec- 
tivement de première espèce et de deuxième espèce. Une cor- 
respondance d'espèce quelconque est définie par la donnée d'un 
couple de points homologues. 

(Quand les fonctions elliptiques introduites admettent certaines 
multiplications complexes, on sait qu'il existe encore entre les 
deux courbes des correspondances (i, i) ne dépendant d'aucun 
paramètre arbitraire, et que l'on peut combiner avec les précé- 
dentes. Nous laisserons de côté ce cas exceptionnel) (*). 

Ces propriétés classiques étant rappelées, considérons deux 
cubiques C et C t , ajant même invariant absolu, entre lesquelles 
nous établirons une correspondance (i, i) en nous donnant un 
couple de points homologues, a et a% , situés respectivement sur 
Cet Cf. Soient ab, ac y ad y ae, les quatre tangentes que l'on peut 
mener à C par le point a, outre la tangente en a, et 6, c, d, e, 



( ') Voir Appkll et Goursat, Traité des fonctions algébriques, p. 474-47®* 
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leurs points de contact. Soient de même a K b K) a { c l? etc., les élé- 
ments analogues relatifs à C|. Par hypothèse, les deux faisceaux 
ft(bcde)j a K (b s c t d K e K ) ont même rapport anharmonique. 

Opérons sur chacune des cubiques une transformation homo- 
graphique (différente pour les deux), telle que les points rf, e, 
ainsi que les points d K , e^ aillent se confondre avec les points 
cycliques. Nos deux cubiques deviennent ainsi des cubiques fo- 
cales, c'est-à-dire des cubiques contenant leur foyer singulier. 
Ces deux cubiques focales ayant même invariant absolu, l'angle 
des deux tangentes non isotropes que l'on peut mener à l'une par 
son foyer singulier (angle focal) et l'angle analogue relatif à 
l'autre cubique sont égaux. Enfin, de la correspondance (i , i) 
établie entre G et C t dérive entre les deux cubiques focales une 
correspondance (i, i) telle que les foyers singuliers des deux 
courbes soient des points homologues. 

C'est l'étude de cette correspondance particulière que nous 
nous proposons d'approfondir. Plusieurs des résultats que nous 
obtiendrons peuvent s'étendre, par homographie, aux correspon- 
dances (i, i) les plus générales. Mais les plus intéressants ont un 
caractère métrique et s'énonceraient difficilement en langage pro- 
jectif. 

II. 

Considérons donc deux cubiques focales C et C ayant le même 
angle focal. En transformant par similitude la cubique C, nous 
pouvons évidemment faire en sorte que les points de contact des 
tangentes non isotropes, menées à celte cubique par son foyer 
non singulier, viennent se confondre avec les points analogues 
relatifs à la cubique C : nous supposerons que les deux courbes 
sont dans cette situation relative. Soient a et a! leurs foyers sin- 
guliers» b et c les points de contact des tangentes non isotropes 
menées par a à C, ou par a! à C. Les angles bac et ba'c étant 
égaux, les quatre points a, a 1 , 6, c sont sur un cercle. 

C est le lieu dés points de contact des tangentes menées du 
point a aux cercles qui passent par les points b et c. Rappe- 
lons en deux mots la démonstration de cette propriété connue : 
on vail immédiatement que le lieu en question est une cubique 
qui passe au point a, aux points b et c et aux points cycliques, 
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les tangentes en ces quatre derniers points passant par le point a. 
Cette cubique se confond donc nécessairement avec C. C peut 
être définie d'une façon analogue. 

Soient alors (fi g* t) T un cercle quelconque passant aux points b 




et c, m et m 1 les points de contact de deux tangentes à T menées 
respectivement par les points a et a'. 

Les points m et m' appartiennent respectivement aux cubiques 
C et C. Je dis que si l'on fait varier le cercle T, la droite mm 1 
passe par un point fixe. Considérons, en effet, les deux cercles 
(am) et (a' ni) ayant respectivement pour centres a et a', et pour 
rayons am et am 1 . Ces deux cercles sont coupés orlhogonalement 
aux points m et m 1 par le cercle I\ Les points m et m! sont donc 
antihomologues sur les cercles (am) et (a'nï), et la droite mm' 
passe par l'un des centres de similitude w de ces deux cercles. 

Or le point co divise le segment aa f dans un rapport égal à -7 — , » 

et, d'après une propriété bien connue des cercles passant par 
deux points fixes, ce rapport est constant quand on fait varier 
le cercle T. Le point w est donc fixe, comme nous l'avions an- 
noncé. On peut remarquer que c'est le point de contact avec aa f 
de l'un des deux cercles T qui sont tangents à cette droite. 

Il est clair d'après cela que les points m et m' sont en corres- 
pondance (1, 1). Si l'on amène le cercle T à se confondre avec le 
cercle (aa! 6c), on voit que les points a et a sont homologues. 

Nous obtenons une correspondance analogue en remplaçant lr 
point to par w', point de contact de TaiUre cercle T tangent à la 
droite aa\ Les points a et a! sont encore homologues. Nous 
avons donc obtenu, nécessairement, les deux correspondances 
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< i, i), respectivement de première espèce et de deuxième espèce, 
entre les cubiques C et C, et telles que les points a et a! soient 
homologues. 

Il n'y a évidemment pas lieu de chercher à distinguer l'espèce 
de chacune de ces correspondances, tant qu'on ne précise pas la 
représentation des points des cubiques au moyen des fonctions 
elliptiques : on peut, en effet, changer le signe de l'argument cor- 
respondant à un point de l'une des deux courbes. Une correspon- 
dance de première espèce devient ainsi de seconde espèce, et 
inversement. 

Nous avons déjà remarqué que le rapport — — , est constant. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

0> 

Etant données deux cubiques focales ayant le même angle 
focal, si Von établit entre ces deux courbes V une des deux 
correspondances (i, i) telles que les foyers singuliers a et a* 
soient homologues, on a, en désignant par m et m 1 deux 
points homologues quelconques, la relation 

am 

— const. 



a m 



111. 

Nous allons établir une autre propriété métrique remarquable 
de la même correspondance. 

Rappelons d'abord que, étant donnée une cubique quelconque, 
on appelle couple steinérien un couple de points appartenant à 
cette courbe, tels que les tangentes en ces points aillent de nou- 
veau rencontrer la cubique au même point. Les arguments ellip- 
tiques des deux points d'un couple steinérien diffèrent d'une 
demi-période, et, comme il y a trois demi-périodes u) h co 2 et <o Sl 
on peut distinguer sur une cubique trois familles de couples 
steinériens. 

Sur une cubique focale, les points cycliques forment un couple 
steinérien. Nous ne considérerons que les couples steinériens 
appartenant à la méme v famille que les points cycliques. 

Cela posé, nous énoncerons le théorème suivant, en conservant 
les désignations du paragraphe précédent : 



^ 
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Soient m et jx deux points fixes constituant un couple steiné- 
rien sur la cubique C, m! et jx' leurs homolornes sur la cu- 
bique C, et enfin p et p 1 deux points homologues quelconques 
sur les deux cubiques. On a la relation 



d' m' 



pin 

Tv- " P' P 

Pour établir celle propriété, nous emploierons la considération 
des points associés, due à M. Darboux (■) : si m et pi sont deux 
points quelconques, on appelle points associés des précédents les 
deux points n et v, centres des cercles de rayon nul passant par les 
points m et u. La propriété fondamentale des points associés est 
la suivante : p étant un point quelconque du plan, on a l'égalité 

pm . /~^ 
*- — — e l "/> v . 

PV- 

L'énoncé de la proposition à démontrer peut donc être transformé 
ainsi qu'il suit : 

Soient n et v les deux points associés à m, jjl, et n\ v' les 
deux points associés à m', jjl'. On a 

npv = n'p'y. 

Supposons, pour fixer les idées, que la correspondance (i, i) 
établie entre les deux cubiques soit de première espèce. Une dé- 
monstration toute pareille à celle que nous allons donner s'appli- 
quera au cas de la correspondance de seconde espèce. 

Nous supposerons aussi les fonctions elliptiques, introduites 
pour la représentation paramétrique des deux cubiques, telles que 
la collinéation de trois points de l'une d'elles s'exprime en éga- 
lant à zéro la somme de leurs arguments (il en est ainsi, par 
exemple, lorsqu'on exprime les coordonnées d'un point en fonc- 
tions rationnelles de pu et p' u par la méthode classique). Enfin, 
nous désignerons l'argument d'un point par la lettre même qui 
sert à désigner ce point. 



( ' ) Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algé- 
briques, p. 61 et suiv. 
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On a ainsi, k désignant une constante : 

a' = a -r- X*, p = p — X, 

m' — m -+- k, ji' = {i -f- X, 

et aussi les égalités exprimant que (iw, a) et (/w', ja') forment 
deux couples sleinériens, respectivement sur C et O : 

ji — m -+- tuj, jx' = m'-f- ai|. 

Les arguments des points cycliques sur la cubique C s'ob- 
tiennent immédiatement si Ton écrit que les tangentes en ces 
points passent au point a et qu'ils constituent un couple steiné- 
rien de la même famille que (m, tx). On trouve ainsi les valeurs 



a a 

-, htu, 

•2 1 



(On pourrait prendre aussi f- u> 2 et — - — h w 3 ; cela ne 

changerait rien au raisonnement.) 

De même, sur la cubique C, les points cycliques ont pour argu- 
ments respectifs 



a k a k 

À i -à 'À 



Joignons le point m au point cyclique ( — - ]> et le point jjl au 

— - -4- w, ). Ces deux droites rencontrent C en 
un même point ayant pour argument 

a a f , 

n = m == (U! — (m -f- tui). ( mod 2u>i ). 

1 'JL 

De même, les deux droites (m, hw, ) et ( tx, — — j se 

coupent sur C, au point d'argument 

a 

V = — — /HH- Wj. 

'I 

Ainsi, les points n et v, associés des points m et jx, appar- 
tiennent à C et y constituent un couple steinérien. On a un fait 
analogue pour les points n' et v', dont les arguments sur G' sont 

, a k a k 
n — m, v = »i + u h 

JL l 1 'À. 
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En résumé, si l'on appelle r et p les arguments des points 
cycliques sur C, r et of leurs arguments sur C, on a les égalités 



k , k 

r — r 9 p = r , 



k , k 
n = n y v = v • 

2 1 



Or, si l'on considère deux points u et u' décrivant respectivement 
les cubiques C et G, leurs arguments étant reliés par la relation 



u = U t 

'A 



les droites pu et p 1 u! engendrent deux faisceaux homogra- 

phiques. 

En effet, donnons-nous la droite pu y elle rencontre G aux deux 

points u et 

Ml = — p — u. 

A ces points correspondent sur la cubique C les deux points 

k , k 

U — U > M , = — D — U y 

1 y. 

qui sont en ligne droite avec le point //, en vertu de la relation 

i u -i) + (-/»-«- j) + o» + *) = o. 

Ainsi, à une droite pu ne correspond qu'une droite p f u\ et ré- 
ciproquement, ce qui établit l'homographie des faisceaux engen- 
drés par ces deux droites. 

En appliquant cette remarque, on voit que 

p(nvrp)=p'(n , v , r , p'), 

ou bien 

npv = rï p'v'. c. q. f. d. 



IV. 

Nous passons maintenant à l'étude d'une liaison remarquable 
qui existe entre la théorie des cubiques focales et celle du qua- 
drilatère articulé. 
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Soient encore C et C deux cubiques focales ayant même angle 
focal, mais non semblables; m, tx et p, m, deux couples steiné- 
riens sur la cubique C ; m', p' et/?', w', les points homologues des 
précédents dans l'une des correspondances (1, i) établies entre 
les deux courbes et telles que les foyers singuliers soient homo- 
logues. 

D'après ce que nous avons démontré, on a 



mp __ mm _ [ip _ fxnr 
ni p' ~~ ni m' \l p' jj/ra' 



Les deux quadrilatères mpuxa et m'p'pfm ont donc leurs côtés 
proportionnels, mais ils ne sont pas semblables, sans quoi les 
deux cubiques C et Ci le seraient aussi (• ). 

Si donc on fait varier la forme de la cubique C, en lui conser- 
vant toujours le même angle focal, te quadrilatère m f p f p!vs' 
prendra toutes les formes possibles d'un quadrilatère dont 
les quatre côtés sont assujettis seulement à conserver un rap- 
port constant. 

On peut donc énoncer la réciproque suivante : 

Si deux quadrilatères ont leurs côtés proportionnels, les 
deux cubiques focales, lieux des foyers des coniques inscrites 
dans chacun de ces quadrilatères, ont même angle focal, c'est- 
à-dire même invariant absolu. 

En particulier, on peut supposer que les quadrilatère» ont leur s 
côtés égaux, et l'on a une propriété remarquable du quadrilatère 
articulé. 

On voit donc que les propriétés des cubiques focales se relien t 
intimement à celles du quadrilatère articulé, ainsi que nous le 
disions plus haut. 

C'est un fait que nous allons préciser davantage dans le para- 
graphe suivant. 

V. 

Considérons toujours la représentation paramétrique de la cu- 



( ') Eo effet, le quadrilatère mp\xxa définit sans ambiguïté la cubique C, qui est, 
comme l'on sait, le lieu des foyers des coniques inscrites à ce quadrilatère. 
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bique C au moyen des fonctions elliptiques (il esl inutile d'écrire 
des formules explicites). 

Proposons-nous d'abord d'exprimer la distance d'un point 
m quelconque de cette courbe au foyer singulier a. 

— 2 

Le carré de cette distance, am , est une fonction elliptique de 
l'argument m. Déterminons l'ordre de cette fonction elliptique : 
à cet effet, cherchons le nombre des points m de la cubique tels 
que Ton ait 

a~rn r= Ri, 

R étant une longueur donnée. Cela revient à chercher le nombre 
des points d'intersection variables avec R de la cubique et d'un 
cercle ayant pour centre a et pour rayon R. Or un tel cercle esl 
langent à la cubique en chacun des points cycliques et coupe 
celte courbe en deux autres points. Ainsi la fonction elliptique 

am est du second ordre. 

Cette fonction a évidemment un zéro double en a, et un pôle 
double en a -f- co,. On en conclut immédiatement son expression 

1 A* 

am = = A* s?. , ( m — a ), 

pi ni a) — e t 

A désignant une longueur qui dépend de la cubique C. 
On peut extraire les racines carrées, ce qui donne 

(i) a//i = Aj i(w* — ci). 

On est ainsi conduit à attribuer un signe à la distance am. 
Remarquons en passant que cette formule conduit immédiate- 
ment au théorème énoncé à la fin du § II. On a en effet, en con- 
servant les notations de ce paragraphe, 

a m = A 3oi(m — a ), 
A' étant une nouvelle longueur constante. Mais, par hypothèse, 



On a donc bien 



m' — a = m — a. 



a m A 

= -r- ?= const. 



am A 
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Prenons maintenant deux points m et n sur la cubique C, et 
cherchons à évaluer l'angle man. 

Appelons toujours /* et p les points cycliques, situés respecti- 
vement sur les droites isotropes de coefficients angulaires H- i et 
— i, et désignons pour un instant par {pq) le coefficient angulaire 
d'une droite pq. On a, par la formule de Laguerre, 

m ,s^* . (an) — (ar) (am) — (as) 

r/ (an)— (ap) {am)-(ar) 

en explicitant le rapport anharmonique. 

Si, les points a et m restant fixes, on fait varier le point n sur 
la cubique, ce rapport anharmonique, que nous désignerons par/, 
est une fonction elliptique de l'argument n. Cette fonction est 
encore du second ordre : en effet, t étant donné, le point n se 
trouve à l'intersection de la cubique et d'une droite donnée passant 
par le point a. 

11 suffit d'examiner l'expression développée de t pour avoir les 
zéros et les pôles de cette fonction elliptique : il y a un zéro 

double, > et un pôle double, — - 4- <*>* . On en conclut immé- 

diatement 



t = 



=k m9il {n + -) 



h m étant fonction de m seulement. Pour obtenir l'expression de 
/r m , remarquons que / doit se réduire à l'unité pour n = m, quel 
que soit m. 

On trouve ainsi 






>li(>n+î) 



Ici encore, on peut extraire les racines carrées, et l'on a finale- 
ment 

* 01 ( n ■*" ?) 



ci man = 



'..(« + 2) 
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d'où 

(2) vcosman= 7 — -+- 



cioi ( /n -h 7 j <x 01 ( n -h - i 



Des formules (1) et (a), qui sont d'une simplicité remarquable, 
nous allons déduire le théorème suivant : 

Considérons une cubique focale C qui varie en conservant le 
même angle focal. Entre cette cubique et une cubique focale 
fixe C , ayant aussi le même angle focal, établissons une cor- 
respondance (1, 1) telle que les foyers singuliers des deux 
courbes soient homologues. Si m, n, p sont trois points de C, 
homologues de trois points fixes de C , les distances mutuelles 
de ces points satisfont à une relation 

— î — î — 2 

(3) amn -4-p/K -ï-ylm =0, 

où a, [3, y sont des constantes. 



Écrivons en effet l'expression de mn : 



2 — 2 



mn = am -+- an — ïam.an cosma/i, 



ou, d'après les formules (1) et (2), 



mn =A*{<jJ 1 (/n — a)-i-<jj 1 (/i — a) 



— <Joi(™ 






<*oi(i-+- -) <*0l( 

* I 



m 



( m+ ?) •••(«*î)ji 



(On évite toute difficulté relative aux signes, en remarquant que 

mn doit s'annuler pour n = #î.) On a de même les expressions 

— 2 — 2 

de ni et de /m . 

Quand la cubique C varie dans les conditions indiquées, les 

différences 

/ — a = À, m — a = jjl, /i — a = v 

restent constantes. Remplaçons dans les expressions de mn , 
xxviii. 4 



\ 
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— 2 2 

ni , Im , / par a -f- A, etc., et posons 

3a 
Il vient ainsi 



= x. 
•i 



mn --. A*J«J lf x-f- jjjv — ToifXJoiv ^ 
n/ = aOcjJjV h- jJ,X— (j 01 vjoiA ^ 



(fi-+-ar) ' <x ,(v-+-3?) J) 
(X-4-g) got(v-4-rr) 1| 

(|x-4-ar) <x i(Xh-;f) 



(X-h-r) ffoi(fJH-^) 



]! 



On voit que -^7" » -rr> -77- sont des fonctions elliptiques de x, 
aux périodes 20), et 2<o 2 . Il en est de même de l'expression 



* — » 



, . mn Q /i/ /m 



A* r A* ' A* 

a, [3, y étant des constantes. Cherchons s'il est possible de choisir 
les coefficients de telle manière que <p(-r) se réduise à une con- 
stante : Pour cela, il faut et il suffit que <f(x) ne puisse devenir 
infini. 

Or ©(#) a six.pôles de premier ordre, donnés par 

X = — X, Jl, V, --X-f-tO|, — X -f- CO S , — X -+- U>j. 

Égalons à zéro les parties principales de <p(#) pour x = — X et 
pour x = — A -f- (o ! . On a 

et 

_ feoiVJoiX Y<T 01 X?o 1 fX __ 

^0 1 ( v — X H- <*> 1 ) <J l( fJL — X -+- Wi) 

égalité qui se confond avec la précédente, en vertu de la relation 
connue 

On écrira de même deux égalités analogues, exprimant que les 
parties principales de <f(x) en ses autres pôles sont nulles aussi. 
Les trois conditions obtenues se réduisent à deux, et l'on a finale- 
ment le résultat suivant : 
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Si Von donne à a, [3, y les valeurs 

soi y* q <*oi k ^oi v 

<X 0l (fJL-— V) r <X ,(v — À) CJ l(A — \L) 

la fonction ®(x) se réduit à une constante, qui est nulle, 
comme on le voit en faisant x = o. 

La relation (3) est donc démontrée. 

On peut retrouver, au moyen de cette relation, un système arti- 
culé, découvert par M. Hart, et dont l'élude a été approfondie par 
MM. Kempe et Darboux (*). 

Supposons que la cubique C varie en conservant le même angle 
focal, son paramètre de grandeur étant tel à chaque instant que 
les côtés du quadrilatère mp^ra (notations du § IV) aient des lon- 
gueurs constantes. 

Soit s un quatrième point de la cubique C, homologue d'un 
point fixe s de la cubique C . On a, d'après ce qui précède, la 
relation à coefficients constants 

asm -h psp -hymp = o, 
ou 

asm -h ps/> = const., 

ce qui montre (théorème de Stewart) que le point s reste à dis- 
tance invariable d'un certain point du côté mp, fixe sur ce côté. 
La même chose peut se répéter des autres côtés du quadrilatère 
mpyjs. Ainsi : 

Étant donné un quadrilatère mppm, et s étant un point de 
la cubique, lieu du foyer des coniques inscrites à ce quadrila- 
tère, on peut relier ce point par des tiges de longueurs inva- 
riables à des points convenablement choisis sur les côtés du 
quadrilatère, et fixes sur ces côtés; on forme ainsi un système 
déformable. 

C'est là le système étudié par les géomètres cités plus haut, qui 
d'ailleurs l'ont généralisé comme on peut le voir en se reportant 
aux Mémoires de M. Darboux. 

(') Voir le Mémoire de M. Darboux dans le t. III, 2* série, du Bulletin des 
Sciences mathématiques. 
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SUR UNE APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES; 
Par M. le comte de Sparre. 

Pour résoudre le problème du mouvement d'un projectile 
lorsque la résistance du milieu est proportionnelle au cube de la 
vitesse, MM. Appell et Lacour {Principes de la théorie des fonc- 
tions elliptiques, p. 2.Z1) ont donné des développements suivant 
les puissances ascendantes positives et entières de u. Nous nous 
proposons de démontrer que le rayon de convergence de ces séries 
n'est pas très considérable. Nous emploierons les notations du 
Précis de M. L. Lévy, p. 121 à i33. 

i° La quantité v (page 124 du Précis) définie parles équations 

satisfait aux inégalités 

(1) w,<P<iyl. 

En effet v étant supposé réel, positif et plus petit que 2iû t , est 
plus grand que <ûi puisque p'(v) est positif (nous supposons © 
positif). 

De plus v étant réel et compris entre tù k et atO|, pour prouver 

que v < ^r- il suffit de faire voir que 



1 t. ».». \ 



Or 



.1<o, 8to, /jio, 

»— = -T=4»i-— . 



d'où 

/ 4«> 



!)«P(<-?) 



Par suite la formule (84) 

p(2U)-T-*p(it)r= - -S-^-- = t—t- 1 — - 



£s 



Donc en remplaçant g 3 par sa valeur 

p \v) r ~'^^ i ' = 1 ^ — 3sin * ?> \ = P( v ) 
Donc 

y -^ - — -, 

" 3 

et la seconde des inégalités (î) est démontrée; 

2° Les séries qui donnent le développement de g et t suivant 
les puissances entières et ascendantes de u sont convergentes tant 
que le module de u est inférieur au module du zéro de la fonction 

dont le module est minimum. 

Or les zéros de celte fonction sont donnés par les formules 

v -f- m( Mi H- w 2 )-h n(u)i — ioj), 

av •+- m'(wi-HWj)+n'(û)i — ioj), 

a*i> -f- m*(u)|-f- u>i)-f- /i*(toi — ci)j), 

où a est une racine cubique imaginaire de l'unité et /??, m', m*, 
rt, n', n n des entiers quelconques. 

Mais si l'on remplace a par sa valeur et si Ton tient compte 

que, dans le cas actuel, ci) 2 = w, i'y/3, ces zéros pourront s'écrire 

(2) v -hi'im — p) ci>i+/>ci>|i'/3, 

(3) {im'-*-p') w, hf; />'«»>i j i'v/3, 

(4) (2m"-j5>,- ^ -h^- Wi — IjUVÏ, 

où^>, p'ip" sont aussi des entiers quelconques. 



— 54 — 
Pour les zéros (a) le carré du module esl 

(5) [v-t-(*m—p)iû l ]*-h$p*t»]. 
Mais on déduit des inégalités (i) 

2U>« 

ioj> au*! — i>> — -, 

et ceci fait voir que l'expression (5) sera mi ni ma pour p = o, 
m = — i . Le module est alors égal à aw, — c>. 

Pour les zéros (3) et (4) les carrés des modules sont 

(6) l(*m' + p')<*>t- ^V + ^(p'ut- ^Y > 

( 7 ) ^ am '_ /? ') 0)l _rj , - h 3^'u) 1 -^y. 

On déduit d'ailleurs des inégalités (î) 

U> t P 210, 

2 2 3 

et par suite 

(8) V < Wl _-<-J <-. 

3 22a 

Ces dernières inégalités font voir que l'expression (6) est minima 
pour m'= o, p'=: 1 et l'expression (7) pour m"=i,/? ff =i. 

Elles sont alors égales l'une et l'autre à 4 (<*>i j • 

Le minimum du module des zéros (3) et (4) est donc encore 

2 [u)| J = 2 <û t — t\ Donc les séries qui nous occupent ne sont 

convergentes que jusqu'à la valeur u = mo t — v. 
Mais on a 

p(2w,— i>)=p(e)= -. 
p'(2o>i — 0) = — p'(«>)=— gsin<p. 
On aura par suite (formule l', p. 124) 

_ 2 _ f 

^ ~~ sinçp — 3p'(i*) ~~ sinç * 
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D'ailleurs si est l'angle de la tangente à la trajectoire avec ox, 
on a (fig. i) 

tangO = —£- 7— » 

i — josintp 

donc dans le cas actuel on aura 

2 

Si donc b> désigne l'inclinaison de la tangente en valeur absolue, 




on aura u> = 8 — çp, donc dans le cas actuel 



10 = ©. 

2 



Donc, en résumé, les séries deviennent divergentes pour le point 

situé au delà du sommet où l'inclinaison de la tangente est <p 

(<p étant l'inclinaison de la tangente au point de vitesse infini). Si 
l'on remarque que les séries ont en général une convergence trop 
faible pour pouvoir être utilement employées, bien avant leur 
point de divergence, on voit que les séries de MM. Appell et 
Lacour seront rarement utilisables, dès que le tir aura lieu sous 
un angle un peu considérable, surtout si la vitesse initiale n'est 
pas grande. 
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COMPTES RENDUS DES SÉANCES. 



SÉANCE DU 20 DÉCEMBRE 1899. 

PRÉSIDENCE DE M. POINCARÉ. 

Communications : 

M. André : Sur le théorème des fonctions homogènes. 

M. Landau : Observations sur un Mémoire de M. Iladamard. 

M. Ripert fait la Communication suivante : 

Sur des propriétés générales des formes quadratiques; 

1. Nous désignons par <p«(x, y, . . . , s) une forme quadratique 
homogène à n variables (ou n-aire), par A„ son discriminant, 
par <b n sa forme adjointe. 

La loi de formation des formes o n est exclusivement la sui- 

vante : 

<pi(a?) = Aa?», <?i(x,y) = ^-f- (îB'a?/ -4- A>*). 

¥*( x i Xi z ) = <pj-+-(aB'a?s-4- sBj^ h- A"**), 

<p*(#».p.*î ') = ?»-*- (* C#* -+• 2C'/f + 2C"5<+ D**), 

2. On a, spécialement pour la forme ternaire <p 3 , 



(0 



4 <p,(a, 6, c) ?,(«', b\ c') - (a' ? i + ft'çi-f- c'^)* 
^ 4 <|>j(6c'— cfc', ca'— ac\ ab'—ba'); 

o 3 (a, 6, c)tyi(u y t>, w) — Aj(att-i- bç -f-cw) s 

( 2 ) \ 4 

4 A» 



(3) 



) = 4 As <p3(p«>' — wp', ww' — uw\ uv' — vu'). 



Ces identités, qui se démontrent en développant, n'ont plus de 

signification pour n yé. 3, car, en posant N ~ — ; > il est facile 

de voir que, dans les seconds membres, des formes N-aires se- 
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raient nécessaires. Nous nous proposons de leur faire subir les 
transformations nécessaires pour qu'elles deviennent vraies, quel 
que soit n. 

3. On a 

<?s(X,Y, Z)r=ZAX*-f-a2BYZ, 

<j,,(X, Y, Z) = Z(A'A'- B*)X*-+- 2Z(B'B'— AB) YZ, 

et, à cause de n = N = 3, ces formes y s et <J> 3 sont identiques aux 
suivantes : 

(4) Çn(X, Y, Z) = S «, â - X«-h 22 S&b* YZ, 

(5) x»( x > Y > z ) = 28 fÂ-A , -]Xt+22 8rB^]YZ, 

ou 8J A . = A, oj|, B . = B sont les mineurs du deuxième ordre 
de A rt=r3 obtenus en difTéren liant successivement A 3 par rapport 
à (A', A") ou (B', B"), et où 8{KL, = A' A"— B* et 8(1,7*,, = B'B" — AB 
sont les mineurs d'ordre n — a(=i), obtenus en diflerentiant 
A w=3 par rapport à A ou a B, c'est-à-dire par rapport à tous les 
coefficients de cp w=3 d'espèces A ou B autres que ceux (A', A*) 
o;/ (B', B") marqués par les indices. On a d'ailleurs 

A„_3 = A A' A* H- 2 B B'B"-+- . . . = ÔA'A" ÔfA^A") -+" Gli'B" Û|'b B"l -h . . . • 

Ceci posé, pour n y^ 3, on peut toujours former, d'après la 
loi (4)(5) indiquée, les formes U-aires Ç N et ^ N , qui deviennent 
alors entièrement distinctes de o„ et ty„ et l'on peut les appeler 
les premières formes auxiliaires de »/,; dans ces conditions, les 
identités 

' | »4xn(&c'— c£', ca'-ac', ab'—ba'. ad'—da\ bd—db\ cd—dc\ ...) 

Iy n (a,b, ...)ty„(u,v, ... ) — &„!* au 
= 7 SnC"?* — w?*> --0 = tj-/x(»? w — c^„ ...), 

(iii) 4 *«(", ",.••) *«("', "', . . •) - vu'Yu - 4 A n ^(P^-^', . . .) 

«m* générales. On les démontre en les vérifiant, successivement 
pour les formes monaire, binaire, ternaire, quaternaire, ... et 
appliquant le principe dp continuité. 

xxviii. " 4- 
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i. Au lieu de partir des formes ternaires, partons des formes 
quaternaires (n° i ) : 



<pi(X, Y, Z, T) = 2AX*+ 22 B YZ 
4/ 4 (X, Y, Z, T) = 2aX»-f aS 6YZ 



rA...D"| p. ..en 

Lo .. .d J |_6 . ..c* J 



et posons M = ^-^ — 1 ~^ — — • A cause de rt = M = 4* les formes s> 4 
et à M sont identiques aux suivantes : 

(6) ic M (X/Y,Z,T) = Z8i. VD X*-H2S8êir D YZ, 

(7) p M (X f Y, Z, T) = 28^D]X«-+- a£8[VI-iq YZ > 

où les notations s'expliquent comme au numéro précédent, la 
correspondance des mineurs résultant de l'égalité 

A„ = AA'A'DD' . . . + aBB'B"DD' . . . 
= $aa*d ^(Â 7 a*d] ■+• 84'b»d 8fîrb'Di -+- • • • 

où D, D', ... sont des coefficients d'espèce A. 

Pour n ^zé 4> les formes Ttg et p M , entièrement distinctes de '? n 
et cp„, mais formées d'après la loi (6)(7), pourront être dites les 
deuxièmes /ormes auxiliaires de la forme y«. 

Il est facile de généraliser en partant successivement de cp 5 , 

D, ., . , , ¥ n(n — i)...(/i — p) 
une manière erénérale, en posant J = -. — — > 

on pourra, par ces procédés, faire correspondre à une forme cp„, 
deux p lème * formes auxiliaires Oj et Tj. 

Ces formes et les identités auxquelles elles donnent lieu ont 
des applications importantes en Géométrie à n dimensions. Nous 
nous réservons de revenir sur ce sujet. 

M. Andrade adresse la Note suivante : 

Sur l'équation fonctionnelle de Poisson. 

I. On sait que l'équation fonctionnelle de Poisson condense en 
un seul et même problème : la théorie des fonctions circulaires, 
la Statique et la recherche des propriétés métriques dans les trois 
Géométries euclidiennes ou non euclidiennes. 

Cette équation fonctionnelle vise la recherche d'une fonction 
continue F(x) qui satisfait à l'identité 

(i) F(x +y)+ F(x -jr) = aF(*)FO0, 
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avec la condition 

(a) F(o) = i. 

Habituellement on suppose que la fonction F(#) est analy- 
tique, et l'on dérive deux fois par rapport à x 7 puis par rapport a y % 
l'identité (i); la comparaison des identités obtenues montre alors 
que la fonction F doit satisfaire à l'équation différentielle 

d*F i 

-j-j = T7 F(x) (K désignant une constante). 

Si alors on remarque que la fonction F, satisfaisant à (i), est 
nécessairement une fonction paire, on achève aisément la détermi- 
nation de F et l'on trouve que la fonction F est, suivant que K est 
nul, positif ou négatif, de Tune ou l'autre des trois formes : 

F = i, 



r x 



jF(x)= si K>«. 



I .»' 



F (x) = si K < o. 

L'analyse que Ton vient de rappeler suppose que la fonction F 
admette des dérivées première et seconde. 

Or celte double hypothèse est .superflue; on peut ne supposer 
sur la fonction F que la continuité de celte fonction, et celte 
hypothèse est d'ailleurs la seule qui intervient dans le problème 
naturel qui aboutit à l'équation de Poisson. Il y a donc intérêt k 
modifier l'analyse classique que Ton vient de rfi+uuwr: c'eut 
l'objet de la présente Note. J'indiquerai d'abord la modification 
la plus intuitive, par laquelle on peut compléter l'analyse précé- 
dente, et je donnerai ensuite une solution simple H directs; du 
problème de Poisson. 

II. Si Ton regarde la théorie des fonctions circulaire* comme 
connue, on peut démontrer que / ■j / donne la solution la plus géné- 
rale de (i » en fonction* continues. 

A cet effet, défibrions par ^ r une solution quelconque de 'ly. 
supposée seulement continue </'//** A? voi$if*o%* de la valeur 
jr =o. 
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Soit x K une valeur de x appartenant à ce voisinage de x = o, et 
pour laquelle la fonction ?(x) ait une valeur différente de i; 

si cette valeur est supérieure à i elle sera acquise par — : 

pour une valeur x* de x, si cette même valeur positive est infé- 
rieure à i elle sera acquise pour une valeur x? de x par la fonction 

cosx= ; en désignant par F l'une ou l'autre de ces 

fonctions, on aura donc 

? (x l ) = F(x t ), 

x t désignant, suivant les deux cas précités, soit x 1 soit x'. On peut 
d'ailleurs évidemment supposer que, si 

I *.<!*"«• 
l'on aura 

ç(ar)>o et F(ar)>o. 

Cela étant, l'équation fonctionnelle (i) permet alors de trouver 
d'une manière univoque toutes les valeurs des fonctions 



o 



m « '(£?> 



u désignant, suivant l'hypothèse faite plus haut, soit x 1 soit x' y et 
l'entier K ne surpassant pas a"; mais alors les fonctions 

<p(*x,) et V(tu) 

sont deux fonctions continues de t, égales pour toutes les valeurs 

K 
de t qui sont de la forme — > et moindres que i; donc ces fonctions 

Mm 

seront égales. pour toutes les mêmes valeurs de t moindres 
que 1 ; donc enfin 

? (6) = F(e±); 

donc la solution la plus générale de (i) est, suivant les cas, ou bien 



ou bien 



x 

O(x) = COS — y 
' Fit 



©0r) = coshyp. — , 
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à moins que ç(#) ne prenne dans le voisinage de x •= o que la 
valeur constante 1 . 

Les solutions (3) sont donc les plus générales. 

Cette analyse complète la précédente, mais elle repose toujours 
sur la théorie des fonctions circulaires, supposée faite avant l'étude 
de l'équation de Poisson. Je vais maintenant exposer une méthode 
qui rattache à l'équation (i) la théorie même des fonctions circu- 
laires. 

III. J'envisage donc une fonction F satisfaisant aux condi- 
tions (i) et (2), et je suppose seulement que cette fonction F soit 
continue. 

Cette fonction étant continue est intégrable ; je pose alors 



r»= f 



.v 



F{t)dt, 



la fonction r/{x) admet alors F(#) pour dérivée. 

Je suppose, pour fixer les idées, que l'on ait jc > y et je consi 
dère l'intégrale 

/ F(t)dt 

on aura identiquement 

Jx,.»-m- p*—y p* p x +y 

I V(t)dt= / F(t)dt+ / F(*)rf/-4- / F(t)dt 

=--'fS x —y)-+- f F (* ~t)dt+- /F(*-+- t)dt 

= /.(* — y)+ f [F(r-0 + F(a? + /)lrf/. 
ou, en vertu de (1), 

(4) yS*-t-y) = i\ x -y) -+- *F(*)xCr); 

oh a encore identiquement 

I F(t)dt= / F(t)dt-i- / F(t)dt-h f F(t)dt 

•/o J Jy-x Jy 

= 7L(y — *)+ f F{jr—t)dt+f F(y+t)dt 
= X(y — *)+J % [F(y — t).\-F(y + t)]dt, 
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ou 9 toujours en vertu de (i), 

(5) 7.(*-+-.T) = 7j> — *)-+-aFO0x( x ). 

On a déjà observé que la fonction F est paire, la fonction y est 
donc impaire, en sorte qu'en ajoutant les équations (4) et (5) 
membre à membre on aura 

(6) 7.(*^) = F(*)xOO-hFO0 x (;r). 

La fonction y admettant une dérivée, l'identité (6) montre 
que la /onction F admettra aussi une dérivée. 

Prenons, par rapport à x, puis par rapport à y, les dérivées des 
deux membres de l'identité (6); nous aurons 

F(x +y) = F'(*)xOO -*- V(jr)F(x) f 
F(x+jr) = F'00 X (*) -h FC^FCr) î 

d'où, en retranchant ces équations membre à membre, 

f'(*)xO-) = f'O0x(*); 

d'où, en désignant par K une constante, on conclut 

F'(x) = K X (x); 
d'où, en remontant à Tune des expressions de F(x -j-^), 

(7) F(^-+-^) = F(2r)FCr)-K X ( a r) X (^). 

D'ailleurs la formule F'(x) = K^(x) montre que F' (x) admet 
encore une dérivée et que l'on aura 

F'(j) = KF(jr); 
cette dernière équalioo montre le changement de variable 



x 



y/j mod K| 



et permettra de supposer que la constante K est égale à ± i ; 
ors, en faisant e = =p i, on voit que les fonctions y et F salis- 
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feront aux identité* 

; x<*+^) = x(*) F cr)-+-xO0F<*). 

I ¥{x+y) = ¥(x)F{y) h- »x(*)X(/ 

des deux dernières on déduit, en vertu de (2), 
(9) Y*(x)-%iHx) = i\ 

on déduit aussi 

rf«*F ._ ., , /rf»*F\ . /d>*+*F 



dx** 






on déduit alors de là que la fonction F est développante en série 
et que Ton a 



_ x 1 e x* *' 

F = 1 h 



on aurait aussi 



• • 1 






le problème statique évoque donc de lui-même les séries d'Euler. 
On est ainsi conduit, par la voie la plus naturelle et la plus simple, 
à envisager la fonction exponentielle comme la représentation 
analytique du groupe d'équivalence et à fondre, comme je l'ai 
montré ailleurs, en une seule étude : les fonctions circulaires, la 
Trigonométrie sphérique, les Trigonométries planes euclidiennes 
ou non euclidiennes et la Statique. 



SÉANCE DU 3 JANVIER 1900. 

PRÉSIDENCE DE M. VICAIRE. 

La Société, réunie en assemblée générale, procède au renou- 
vellement do Boreau et à l'élection du Conseil. 

Élections : 

Sont élus, à l'unanimité, membres de la Société : M. ftlijmen- 
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thaï, présenté par MM. Painlevé et Borel; M. Breitling, présenté 
par MM. Blutel et Bourlet; M. Baire, présenté par MM. Drach et 
Borel. 

Communications : 

M. Bricard : Sur les propriétés métriques des correspon- 
dances birationnelles. 

M. de Montcheuil adresse une Note de quelques lignes, dans 
laquelle il fait observer que l'on peut exprimer les coordonnées 
d'un point d'une surface minima par les formules suivantes, qui 
renferment moins de termes que celles de Weierstrass : 

X — f'(u)s\ïlU -hf(U) COSM -h/J (Ui)s\nUi~h fl (Ui)COSUi, 

y —-f'(u) cosu -h/*(i/)sin u —f[(u x ) sinMi-h/J^wOcosMi, 

z=i[f{u)+f\u)+f\(u x )+f\{u %) \. 



SÉANCE DU 17 JANVIER 1900. 

PRÉSIDENCE DÉ M. POINCARÉ. 

Communications : 

M. Fontené : Sur l'interprétation géométrique de la condi- 
tion 6 = o pour un système de deux coniques ou de deux qua- 
driques. 

M. Bricard : Sur les lignes triplement orthogonales. 

M. Hadamard : Sur les équations aux dérivées partielles, 

M. Hadamard fait la Communication suivante : 

Sur les intégrales d'un système d'équations différentielles ordinaires, 
considérées comme fonctions des données initiales. 

On sait qu'en 1 896-1 897 M. Bendixson ('), d'une part, M. Pi- 
card ( 2 ), de l'autre, ont démontré, en restant dans le domaine réel 
et sans supposer les fonctions données analytiques, la continuité 



(') Ce Bulletin, 189G. 

( 2 ) Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. IV. 



^ 
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et la dérivabilité des intégrales d'un système d'équations différen- 
tielles ordinaires par rapport aux constantes d'intégration. 

Je vais indiquer ici la démonstration que j'ai donnée dans 
un cours professé, en 1897-1898, au Collège de France et qui 
n'a, d'ailleurs, d'autre avantage que celui de la simplicité. Elle 
ne nécessite, en effet, aucun algorithme nouveau, aucun calcul 
autre que ceux qui servent à prouver l'existence même des inté- 
grales. 

Cette existence est démontrée, comme on sait, moyennant cer- 
taines conditions d'inégalité (C) dans lesquelles figurent quatre 
constantes a, b, À*, M. 

Supposons que les coefficients des équations différentielles 
données, ou les données initiales, dépendent continûment d'un 
paramètre a. Si, dans certaines limites de variation de a, on peut 
prendre a, b, À-, M indépendants de a, on pourra dire que les 
conditions (C) sont vérifiées uniformément. 

S'il en est ainsi, les intégrales seront des fonctions continues 
de a. Cela résulte, par un raisonnement bien connu, de ce 
qu'elles se présentent comme limites de quantités qui dépendenl 
elles-mêmes continûment de a. 

Ceci suffit manifestement pour établir la continuité des inté- 
grales par rapport aux données initiales. 

Pour établir la dérivabilité de ces mêmes intégrales, considérons, 
par exemple, un système de deux équations à deux inconnues 



dv 

l -; - J ■ x, y. z 1. 
1 djr J 

<■> i *-. 



Supposons que, pour x = x . les inconnues y et z prennent 
des valeurs données r«,. z . fonction» d'un paramètre a. ces fonc- 
tions admettant des dérivée*. 

Pour établir qu'il en est de même de y et de z pour une \aletn 
quelconque de x. nous donnerons à a un accroissement //. moyen- 
nant quoi y et z prendront de nouvelle* valeurs, que nous dési- 
gnerons par y -- y,//, z ■- t.h. Il s'agit de prouver que y, et Z ten- 
dent respectivement vers des limites déterminée-. 



?\ 
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Or, si nous posons 

' T '4F + '^' pourA«=o, 

| ^ [?(*» j' -*- r A * ■+■ t*> — *<**y* *)]t p° ur /f ^ «, 

f ^"-"Sr P ourA = o, 

r t et £ seront déterminés par les équations différentielles 



(2) 



< 



Considérons le système des équations (i) et (2) aux quatre in- 
connues y, z, r n Ç. On voit aisément que ce svstème satisfait 
uniformément aux conditions (C), pourvu que les dérivées pre- 
mières de y et de cp par rapport ky et à z satisfassent à des condi- 
tions analogues à celles qui sont imposées aux fonctions /et © 
elles-mêmes, pour l'application du théorème d'existence au sys- 
tème (1). L'uniformité a d'ailleurs lieu dans un intervalle compre- 
nant la valeur h = o. 

Le théorème est donc démontré : les quantités 7} et Z admettent, 
pour h — o, des limites qui sont les dérivées de y et de z par 
rapport à a, et ces dérivées vérifient le svstème linéaire 

\ dx ' Oy ' * 0z % 
[ dx ' &y * dz 



M. P. Appell adresse la Note suivante : 

Note sur les expériences du Commandant Hartmann. 

Les remarquables expériences du Commandant Hartmann sur 
la déformation des métaux (•) montrent que la théorie actuelle 

( ' ) Hartmann, Distribution des déformations dans les métaux soumis à des 
efforts (Revue d'Artillerie, t. XLV et XLVI; 1894-1895 ). 
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de l'élasticité est insuffisante dès que les pressions ou tractions 
deviennent considérables. Elles mettent en évidence ce fait que, 
à partir d'une certaine intensité de la pression ou de la traction, 
l'écoulement des molécules se fait suivant des surfaces dont le 
plan tangent fait, avec la direction de l'effort le plus grand, un 
angle constant, caractéristique du métal employé. 

Peut-être pourrait-on faire la théorie de ces faits en partant de 
l'idée suivante, que je soumets à la discussion, n'ayant pas 
actuellement le temps d'en poursuivre les conséquences. 

D'après la loi de la distribution des efforts autour d'un point, 
donnée par Cauchy, il existe en chaque point M d'un milieu trois 
plans rectangulaires sur lesquels ces efforts sont normaux. Pre- 
nons ces trois plans pour plans coordonnés et soient /i|, /i 2 , n 9 les 
efforts correspondants; considérons la quadrique directrice 

x* y 1 z* 

(i) H* ! *=±. i. 

n x n t n 3 

Les directions des axes sont les directions principales en M. 

Sur un élément plan rfo*, mené par M, l'effort est dirigé sui- 
vant le diamètre conjugué de ce plan d? par rapport à la qua- 
drique (i). 

Ceci posé, on peut imaginer que, par des efforts suffisamment 
grands, les molécules du milieu sont soumises à une sorte de frot- 
tement intérieur qui fait qu'elles ne glissent pas les unes sur les 
autres tant que la direction de l'effort sur l'élément d? fait avec la 
normale à cet élément un angle moindre qu'un certain angle s: 
mais que le glissement se produit dans le plan de l'élément rf<x 
dès que la direction de l'effort, appliqué sur rfo-, fait avec la 
normale à di un angle supérieur à cp. 

Imaginons alors, pour fixer les idées, un cylindre soumis à une 
compression uniforme sur ses deux bases. En un point quel- 
conque M du cylindre l'une des directions principales est sensible- 
ment parallèle aux génératrices du cylindre. En outre, si la 
compression est grande, c'est l'effort parallèle à cette direction qui 
est le plus grand effort principal : en prenant un axe Mx parallèle 
aux génératrices on a donc pour l'équation de la quadrique 
directrice l'équation (1) où n s est plus grand que n 2 et /i 3 . 

Dans ces conditions, au moment où la compression commence, la 
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quadrique (i ) est sensiblement une sphère ; les eflbrts sur les divers 
éléments dl sont sensiblement normaux. Quand la compression 
augmente, n { croît plus vite que n 2 el /i a1 ; la quadrique devient 
un ellipsoïde dont le grand axe est parallèle à Taxe des a\ Or, on 
sait que le plan diamétral qui fait le plus petit angle possible avec 
son diamètre conjugué passe par Taxe moyen, /* 2 par exemple, cl 
fait avec le grand axe Ma 1 ou /?, un angle *J tel que 

tangfJ - 4 / — : 
V "i 

d'ailleurs l'angle de ce plan avec son diamètre est 

y — >0. 

Quand le rapport — est voisin de i . A est voisin de - et aucun 

glissement ne se produit. Mais quand on augmente la compression, 
diminue, A diminue et il arrive un moment où X atteint la li- 
mite -" — s. Alors un glissement se produit sur l'élément dv fai- 
sant avec la direction de l'effort /?, un angle déterminé 

- _ . ~ 

i * ' 

On a donc un écoulement des molécules dans un plan faisant 
avec la direction de l'effort un angle déterminé. Une fois qu'un 
glissement se produit sur un élément, l'équilibre est rompu sur 
les éléments contigus et un glissement se produit sur toute une 
surface. Les molécules qui se sont ainsi écoulées forment une nappe 
d'une certaine épaisseur s dont la cohésion est plus grande que 
celle de la masse du cylindre. Si Ton continue la compression, une 
autre nappe analogue se produit dont le feuillet moven esta une 
distance au moins égale à £ du feuillet moven de la précédente. 

Je ne me dissimule pus les objections que soulève ce raisonne- 
ment ni les difficultés qui se présentent quand la quadrique (i) 
est un hyperboloïde, mais il m'a paru intéressant d'attirer l'at- 
tention sur celte question et d'indiquer uu ordre d'idées pouvant 
peut-être donner la solution du problème. 
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lie» séances de la Société mathématique ont lieu le» 
premier et tr€»isième mercredis de cliaifue mol» à 
n heures et demie. 

Depuis le l" 1 Mars ltMM» les séances de la Société ont 
lieu dnus une malle de la Faculté des Sciences (entrée 
place de la Sorbonue, escalier tout au bout de la gale* 
rie, deuxième étage à droite), lia Bibliothèque devant 
$tre réinstallée, n'adresser provisoirement, pour ee qui 
la < oncerne, au concierge de la Faculté des Science». 

lia correspondance doit être adressée, soit 9, rue des 
(•rands- Augustin», soit au domicile particulier de l'un 
de» Secrétaires. 



AVIS. 



I)ans sa séance cl n a lévrier 1880, le Conseil de la Société ma- 
thématique île France a décidé qu'à Paveuir luiil. Memhrc de I.i 
Société qui \oudra compléter sa collection du Bulletin aura le 
droit personnel de le faire, une seule fois pour chacun des volume* 
oubliés avanl mhi admission. au\ prix suivants : 

Le \<»lumr. 
fr 

]>i\ \oluuio un iimins .• j .(»o 

l>e ciiii| à neuf \«>luiin> .**»,no 

Moîn* ilf c*iiii| \olimic- fi. 00 

Dau> sa séance du ->N février icjoo, le Conseil de la Société 
matliémaliipic de France a décidé qu'à l'avenir loti! Membre de 
bi Suct *iê t uuleiir d'un travail t/ueleo/tf/tte in.séré dans le lîullr- 
l.u et dé>iranl en obtenir de*. tirées à pari, dfvrn en faire la 
demanda en retournant l'épreuve corrigée. 

Si le nombre demandé ne dépasse pas ( iiKjunnte % 1rs Irais du 
tirage à pari >en»nl i «ti 1 > par la Société. 

Conformément, ii de* décisions pi i>es parle Con?eil et par L 
Commission d'impression : 

1" Le Bulletin, depuis le Tome WVI1. parait, tous les 

trois mois. 

■*.'• Fes auiriir.s di luih travaux destiné* au Bulletin sont 
instamment priés d'iu*ciirc en tête de leurs inannserits la 
« la.ssilicaliou ipie leur assène, d'à pré.* le sujet traité. V Index du 
Hèperhdr*' hildin^ 1 ajdii'/itr des Sseieuee.s malhrmati'/ues. 

.'> ' IU sonl également inviti's à m- pas dépasser, autant que pos- 
sible, la proportion de une figure pour quatre pages de texte 

imprimé. 
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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS. 



SUR L'INTÉGRALE RÉSIDUELLE; 
Par M. Hadamard. 

1. La notion de ce que nous appellerons (M Y intégrale rési- 
duelle des équations aux dérivées partielles linéaires se rattache 
au principe d'IIuygens. 

Ce principe a été entendu de façons diverses par les auteurs qui 
l'ont étudié. u{x^x^ ...,x„,t) étant une intégrale de l'équa- 
tion -r-T- = a- lu donnée par ses valeurs cl celles de ses dérivées 

premières sur une certaine multiplicité M /; à n dimensions [par 
exemple la multiplicité f = o,oula multiplicité/^! ,jr 2 ,...,;r,i)==o]: 
certains géomètres, tels que M. Vollerra ( 2 ), font consister le 
principe d'Huygens dans l'expression de w(.rj, x!|, . . . , a:JJ, /°) 
(par une intégrale définie) en fonction des valeurs que prennent 

m, - — » -,— i •• •> - s — sur une certaine fonction P„ de M« : à savoir, 
ôxi ox t 0x„ 

la région formée parles points de M„ qui satisfont à l'inégalité 

««(* — t*)*>(xt — a?î) s -+■ (T\ — x\ )»-+-... -+- Or* — a?J) s . 

Pour KirchhofT, au contraire, de même que pour M. Poincaré, 
le principe d'Huygens dit encore autre chose : à savoir que, 
pour calculer u(x° n x? 2 , . . . , x", /°), il n'est pas nécessaire de con- 
naître les valeurs de u, \— sur toute l'étendue de P«, mais qu'il 

suffit de s'être donné ces valeurs sur la frontière de P„, c'est- 
à-dire sur la multiplicité à n — i dimensions, lieu des points de 
M„ qui vérifient Vvquation 

a*(t— /° ) f = (>i — xî )«■+■ Oj— jrï )» + ...-+. ( Xn — r* y-. 

(') Cf. Poixr.AUK, Propagation de la chaleur, p, i55, i.ifJ; 1895. 

(*) ïlendic. Ace. Lincci, 5* série, tome I, p. i(>i et suiv., ibid., 26.7 et suiv., 
1891; Acta mat/iematica, tome WIII, p. 161 et suiv.; 189^. — M. Duiikm(//v- 
drodynamique, élasticité, acoustique, l. Il) s'était déjà placé à un point de 
vue un peu analogue. Voir aussi ('oi:i.on, Procès-verbaux de la Société fies 
Sciences physiques ri naturelles, Rimlcaux. 1%^ iNoj>, p. *'». 

XXVIII. 5 
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C'est ce dernier point de vue que nous adopterons. D'après 
cela, au lieu que les formules de M. Volterra (* ) sont considérées 
par leur auteur comme démontrant le principe d'Huygens dans 
tous les cas, ces mêmes formules démontreront, pour nous, que 
ce principe est vrai pour n impair el/aux pour n pair. 

Au sens de M. Volterra, le principe d'Huygens semble être 
une propriété générale des équations linéaires aux dérivées par- 
tielles. Au sens où nous l'entendons, c'est, au contraire, un ca- 
ractère très particulier de l'équation du son. L'équation des ondes 
cylindriques, l'équation des télégraphistes ne présentent pas ce 
caractère, comme on le sait : si un plan, dont les mouvements sont 
régis par l'équation ( 2 ) 

f)*u _ 4 /<J*u à*u\ 
dt* ~ a \àx*~*' d^) 1 

est en repos pour t = o, à l'exception des points d'une aire dé- 
terminée S, non seulement un point extérieur à S entrera en 
mouvement, à partir du mouvement où il sera atteint par l'onde 
provenant du mouvement de S, mais encore après le passage de 
cette onde, il ne reviendra plus au repos. L'équation du nouveau 
mouvement que prennent ainsi les points successivement dépassés 
par l'onde est Y intégrale résiduelle de l'équation des ondes cy- 
lindriques. C'est cette intégrale résiduelle qui s'annule identique- 
ment dans le cas des ondes sonores sphériques, d'après le principe 
d'Huygens. 

Il serait intéressant de déterminer toutes les équations aux- 
quelles le principe d'Huygens s'applique. J'ai jugé utile de 
commencer par l'étude de l'intégrale résiduelle dans le cas le plus 
simple possible, celui de deux variables indépendantes. 

1. 

2. Prenons l'équation linéaire à deux variables indépendantes 
et à caractéristiques réelles sous la forme 

O 9 z Oz . Oz 

(!) -- — h a-- -h 0- ->rCZ — o. 

v ' Ox Oy Ox Oy 

(') lien die. Ace. Lincei [loc. c/7., p. 166-168, formules (A), (H), (D), (K), 

(A.MB.MD.)]. 

( 2 ) Il est bien entendu que, ici, nous supposons cette équation vérifiée dans 
tout le plan et constamment. Voir plus loin n° 8. 



> 
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Los valeurs de z et de ses dérivées premières étant données sur 
un arc AB (Jig. i) qui n'est coupé en plus d'un point par aucune 
parallèle à Taxe des x ni par aucune parallèle à Taxe des y, la 
fonction z est déterminée, comme on sait, dans le triangle mixti- 



!•"■;:. i. 




ligne ABC formé par Tare AB et les parallèles menées par le point 
A à Taxe des x, par le point B à Taxe des r. 

Nous allons supposer qu'il existe sur AB deux points a, Jï (le 
second étant plus près de B que le premier] tels que les valeurs 
données de z et de ses dérivées soient nulles sur tout Tan! Va et 
sur tout Tare *B. 

Sur l'arc %'fi, au contraire, ces valeurs seront quelconques, sous 
la seule condition d'être nulles en x et jï, afin que la continuité 
soit respectée aux dérivées du second ordre près. 

Dès lors, si, par les points a, ( j, nous menons des parallèles 
aux axes, ces droites diviseront le triangle mixliligne VBC en 
trois sortes de régions : 

i° l*a région comprise entre le*» parallèles menées par x, Ji 
il Taxe des x, et celle qui est comprise entre les parallèles menées 
par les mêmes points à Taxe des y (régions ombrées sur la figure). 

•4° Les régions extérieure"» aux première!», à savoir, celles qui 
comprennent respectivement le-» points A et B. et qui sont nu- 
mérotées I et 2 sur la Jiu- i. Oan- ce» région-», la fonction z est 
manifestement nulle. 

,>° La région compris** '•ritn* la parallèle a Taxe de* r mariée par a 
et la parallèle à l'axe de> y menée par i. et telle qu'il soit impos- 
sible de passer de c«*tle région .i l'an \B *aii-» traw r-er b*» légion- 
ombrées: région numérotée »J *ui la /ig. i. «*t que l'on peut eon- 
sulércr. comme caiaciéi ]**'•*- pai « *-. faii que. *,i t\v l'un rju< l< onqu<' 
O de se> point*, on m«-n« d«- paiail'-le- f)\|. ON aux av «• 'le 
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coordonnées, jusqu'à rencontre en M, N avec AB, les deux points 
M et N comprennent entre eux l'arc a[3. 

C'est la fonction z considérée dans cette dernière région qui 
constitue Vintégrale résiduelle. 

3. Le type le plus simple de mouvement dans lequel le repos se 
rétablit après le passage de l'onde est évidemment fourni par le 
problème des cordes vibrantes, lequel se ramène à l'équation 

Il ne faudrait pas croire, cependant, que, dans ce cas, l'inté- 
grale résiduelle soit identiquement nulle. Pour l'équation (2), 
l'intégrale résiduelle est une constante, en général différente 
de zéro ('). Il suffit, pour le voir, de prendre l'intégrale générale 
sous la forme connue 

(où, bien entendu, M et N désignent, comme tout à l'heure, les 
points d'intersection de l'arc AB avec les parallèles aux axes me- 
nées par le point quelconque O). Si les points M et N com- 
prennent entre eux le segment a[3 et que z, -^-> — soient nuls 
sur Aa, [3B, la formule précédente se réduit à 



Zo = f Û dT < 



*'a 



c'est-à-dire à 5 =const., comme nous l'avions annoncé. Cette 
constante n'est d'ailleurs évidemment pas nulle en général. Nous 
verrons d'ailleurs que l'intégrale résiduelle ne peut être identi- 
quement nullepour aucune équation de la forme (1). 

i. Nous sommes dès lors amenés à chercher pour quelles équa- 
tions l'intégrale résiduelle est de la forme 

(3) c 1 Y 1 -4-C î V î -h...-+-C /ï V / „ 

Vu V 2 , ..., V,, étant seuls fonctions de x et dej^j tandis que C t9 



(') Sur cette contradiction apparente, voir plus loin, n* 13. 
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(1:2, • • ., Cy, dépendent uniquement de la distribution des valeurs 
données sur l'arc a{3. 

Plus généralement encore, proposons-nous de trouver dans 
quels cas l'intégrale résiduelle satisfait à une ou plusieurs équa- 
tions linéaires distinctes de l'équation proposée (i) et de ses 
dérivées. Cette question comprend évidemment la précédente 
comme cas particulier : car, étant donnée une expression du 
type (3), on peut toujours trouver un système d'équations 
linéaires aux dérivées partielles dont elle soit l'intégrale générale. 

La réponse à une telle question est aisément fournie par la for- 
mule fondamentale (') 

l zo = z = h / a, uz x -h - ( u 5, - 1 dy x 

(4) \ 2 Ju I- *\ ^« 'WJ 

_^ |a3|+ ^ B g? ; _ 5| ^] l | rif 

où u(x 9 y, X\iy\) est la fonction de Riemann définie par les pro- 
priétés suivantes : 

I. Considérée comme fonction des coordonnées x,y du point O, 
elle vérifie l'équation proposée; 

II. Considérée comme fonction des coordonnées x K , y K d'un 
point P (lequel, dans la formule précédente, décrit Tare MN), 
elle vérifie l'équation adjointe ; 

III. Lorsque x est égal à x K , on a 

(5) u(x l ,y,T l ,y l ) = e J y «^.o^'r 
et, lorsque y est égal à >', , 

(6) u(r,y u x t y t ) = e J r fitJr.yJitx. 



( ') Dardoux, Leçons sur ta théorie des surfaces, Tome II, Liv. IV, Cliap. IV. 
n" 358. Nous appelons ici x } y, x r y r respectivement, les quantités qui sont 
désignées, à l'endroit cité, par x , y , x. y. Quant à s,, <?,, /»,. ils représentent 
les valeurs que prennent z, a. A, lorsqu'on remplace x, y par x y ,y r 
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Dans le cas de l'intégrale résiduelle, la formule (4) se réduit à 

_[6„„ l +:(„gi_, I ^]rf, 1 . 

Nous avons à rechercher si la fonction ainsi obtenue de je, r 
vérifie une équation linéaire 

(7) ^ (z) = 2à ,s "" [x ' y) ôJ^pi = "- 

Si l'on observe que l'expression de 3(z) se déduit de la for- 
mule (4') par des diflféren dation s sous le signe /> il est clair que 
l'on aura 

en posant 

Or, sur l'arc ajï, — sous la simple condition de s'annuler aux 

extrémités, — ^, et l'une des deux dérivées -r— ^-> -r-^ sont arbi- 

traires. Donc l'équation (8) ne peut avoir lieu identiquement (') 
que si Ton a, sur aj3, 

(9) <J> = o 

5. La condition précédente ne semble démontrée que pour les 
positions du point {x^y { ) situées sur l'arc ajî[le point x, pétant 
quelconque dans la région (3)]. Mais il est aisé de voir qu'elle 
doit encore être remplie quelle que soit la position du point 
(x t ,y t ) dans le rectangle qui a ses côtés parallèles aux axes et 
dont deux sommets opposés sont en a, [3. 



(') D'après des considérations classiques de calcul des variations, la conclu- 
sion subsisterait si l'on imposait à z x et à ses dérivées en a et en fi, des condi- 
tions de continuité plus restrictives, telles que la continuité des dérivées jusqu'à 
un ordre quelconque p. 




— /») — 



I 

Remplaçons, en effet, l'arc considéré AaPJÏH par un autre 
arc AaP'PB (satisfaisant à la même condition de n'être rencon- 
tré qu'une fois par les parallèles aux axes) qui passe également 
aux points a, [3 (arc représenté en traits interrompus sur la Jig. a). 
Une fonction Z, solution de l'équation (i), différente de zéro sur 

Tig. :«. 




l'arc a P pet nulle sur le reste de Tan: A a PJÏ H, est aussi, d'après les 
théorèmes généraux, différente de zéro sur Tare aP'jï et nulle sur 
le reste de Tare AaP'pB, et inversement. Donc lu condition ( <j) 
doit être vérifiée aussi bien sur Tare aP'p que sur Tare aP[ï. 

11 est d'ailleurs aisé de retrouver le même résultat directement : 
car pour entraîner la relation (8), il faut que l'on ail, pour toute» 
les positions du point P sur Tare ap, non seulement «I* - o, main 
encore 



— o. 



Or 4>, considéré comme fonction de x % . y % . vérifie manifeale- 
ment, aussi Lien que u, l'adjointe de l'équation < \j. JJonc il e*l 
nul dans tout le rectangle que nous avons défini tout a l'heure. 

Nous admettrons que la relation 4* . .. o a Im'ij pour toutes le* 
positions du point <jt,Vi comme du point * /,. y x y dans Taire ABC 
C'est ce qui arrive évidemment *i le* cofffi'-iehU de I équation 
donnée sont analytiques ' ' . 

6. Nous a%oiJ* donc a f-cher* lier dan» quelle* condition* la 
fonction u peut *-U*:. quel- que •oient /'. y. une initiale d*' 
l'équation • y .. 

Or. il résulte de* rai?ofjfi'-ui':f#t- pr« : »«'iji«** dan» !'-• ls'*;on* nui 
la théorie 't<?$ ±tirfa<*\ *\-. M. Ij^iL'/u* - qu*-. parmi !'•*. infé- 



II *-*•. Ui«.Ii''. t * ■ • 

'- T t.,* II I. !". 



• •«■ ■ » i » 



'■• ** J *;* -■;••' '«"J* 



:< 



* *.- ■. î « ''.■' 



* '/ 



M ** » * 
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grales communes aux équations (i) et (7), il 'n'y en a qu'un 
nombre fini de linéairement indépendantes, à moins que la suite 
de Laplace relative à l'équation (1) ne soit limitée au moins dans 
un sens. 

Les équations pour lesquelles la suite de Laplace est limitée 
dans un sens constituent une première solution du problème. 
Si, en effet, on prend une telle équation sous la forme 



ô*z dlogH,,-! àz dlogHp àz d\o%\\ p dlogH,,-! __ 



Ox ôy 



ày 



ÔX 



àx ôy 



àx 



ôy 



o, 



cl son intégrale générale sous la forme 



(10) 



= V x (0, a, 



ô% 
à} 



• • > 



ày 



3)- 





(ft 
ÔX 

• • • 

ôxP 



ô% 
ôx 

m • • 

ÔPQL 
ÔXP 



Ô% 

ôy 
ôxôy 

• ••••• 

ÔP+*% 

ôxp ôy 



ôp-*% 
dyP" 1 

ôPa 
ôxôyP- 1 

• •••••••« 

ôxp ôyP- 1 



("> 







= X+ fv*dy, 



les notations étant celles du n° 380 (t. If, p. 127) de l'Ouvrage 
cité de M. Darboux, on verra que l'intégrale u de Riemann s'ob- 
tient en prenant pour Y la valeur zéro et, pour X, une combi- 
naison linéaire (à coefficients indépendants de x) des fonctions 



«(*,*>. ~^- f ày\ 



àP(x,v x ) 
» • * •» : — z > 



ÔyP 



telle que X et ses p — 1 premières dérivées s'annulent pour 

x = Xi y la p ième dérivée étant égale à -n -. -• 

Dès lors, m est de la forme AX-hBX'n-...-|-LX ( / ,J , où A, B,...,L 
sont des fonctions parfaitement déterminées de x et de y : il 
satisfait, par conséquent, quels que soient x t , y s , à une équation 
de la forme 

. . ÔU . ÔP+* u 



ou 



11 )v, A», . . . , Xjh-i sont des fonctions de .r, y. 
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7. Ce premier cas écarté, nous savons que toutes les inté- 
grales communes aux équations (i) et (7) doivent être des combi- 
naisons linéaires d'un nombre fini d'entre elles et que, par con- 
séquent, la fonction u est de type (3), C,, C 2 , . . . , C p étant des 
fonctions de x t , y % . 

C'est ce qui a lieu pour les équations à suite de Laplace se 
terminant dans les deux sens. Si, en effet, dans les formules du 
numéro précédent, on prend ( ' ) 

a = \|7)i -h Xi^f-h. . .-+- X m rj m , 

X,, X 2 , ..., X m étant des fonctions de x, pendant que 7) ( , r i2 , ..., 
t\ m sont des fonctions de^, il est clair que devient une combi- 
naison linéaire deX,, X 2 , ..., X m , les coefficients étant fonc- 
tions de x if y K . Donc m est une combinaison linéaire ( 2 ) des in- 
tégrales que l'on obtient en remplaçant, dans la formule (10), 
8 successivement par X ï , X 2 , . . . , X TO . 

Je dis que ces équations sont les seules qui répondent à la 
question. 

( ! ) Darboux, loc. cit., n° 382. Nous avons remplacé les lettres x t , x it . .., x m 
par X p X 5 , ..., X w et, de même, nous remplaçons ci-dessous, les lettres y x9 

yv • • • > y m P ar ■ t» m» . . • , Y M . 

( : ) Si nous partons de l'expression 

X X' ... X<<> Y Y' ... Y«> 

\j A | ... Ai 1| I 1 ... 1 j 



z = M 



v' \(/) V Y' Y ( ^ 

-»«i • • • '»/« » m ■ ni • • • ■ tn 



de l'intégrale générale (Darboux, loc. cit., n° 340, formule 65, p. /J8), la fonc- 
tion u s'obtient en remplaçant X par a,X,-+- a 2 X 3 -k . .-f-A^X^t Y par o, ou, ce 
qui revient au même, X par o et Y par -— (a, Y, 4- a^Y^-h .. . -+-^ m Y m ); 1 es A 
étant déterminés par les conditions 



m 



A. ^^1 I ... I m. - j 

— /v 

^ pour x = x lt 



A, X| -+-... -H A m X /n 



= o • 



A, X | -+■ . . . -h À^ X ,n — O 

a, Y, 4- ... +^ m Y w =0 \ 



m m 

; pour y 



r t par l'équation qui exprime que u — 1 pour x — x v y — y v 
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C'est ce que l'on démontrera en substituant l'expression (3) 
dans les équations (5) et (6). La première donne 

Le second membre étant évidemment le produit d'une fonc- 
tion de#,, y par une fonction de X\, y u cette équation prouve 
qu'il existe une relation à coefficients indépendants de y entre 
les fonctions V,, V 2 , ..., \ p et e Sat h\ Il en existe même, en 
général ( ' ), plus d'une, de sorte que l'on peut éliminer l'exponen- 
tielle et écrire, entre les intégrales V|, V>, ..-, V^, la relation 

(ia) X!V,(^,7)H- X t V t -f-...-+- \ n X ,,— o, 

où les X, sont des fonctions de x. De même, l'équation (G) nous 
donnera la relation 

(i3) ViVi(ar fi y)-+- Y t Y,-i-. . .-+- Y l ,V l ,= o, 

à coefficients constants dey. 

*Or, d'après un théorème de M. Goursat ( 2 ), la relation (12) 
entraîne la limitation de la suite de Laplace dans un sens, et 
l'équation (i3), la limitation de la même suite dans le sens opposé. 
La question que nous nous étions posée est donc complètement 
résolue : la réponse est fournie par les équations pour lesquelles la 
suite de Laplace se termine, soit dans un sens, soit dans les deux. 

11. 

8. Le problème de la propagation du son dans un milieu limité 
est différent de celui dont nous venons de parler, et le principe 
d'Huygens, sous la forme considérée dans ce qui précède, ne 
s y applique pas. 

Considérons, par exemple, une sphère solide plongée dans un 



(') Le seul cas d'exception est celui où les rapports mutuels tics C- seraient 
fonctions de x i seul. 11 se traiterait par les mômes considérations et ne condui- 
rait à rien de nouveau. 

( 2 ) Leçons sur l 'intégration des équations aiuc dérivées partielles du second 
ordre, tome 11. pages 21-j*. 



^ 
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gaz indéfini et dont le rayon est soumis à des oscillations très 
petites pendant que le centre ne varie pas. S'il y avait repos jus- 
qu'à l'origine des temps, et que, après l'instant l = Q, la sphère 
revienne au repos pour y rester indéfiniment, on sait (*) que, 
après le passage des ondes émises pendant les intervalles de temps 
compris entre o et 0, il s'établit un mouvement résiduel en gé- 
néral différent de zéro. 

Il n'y a là aucune contradiction avec les remarques que nous 
avons rappelées en commençant : il faut tenir compte, en effet, 
d'une part, de ce que l'équation 

(i4) -3tr = «* ltt 

n'est vérifiée, celle fois, que dans une partie de l'espace, à savoir 
celle qui est extérieure à la sphère puisante; d'autre pari, que, 
sur la surface limite, les conditions données ne sont pas celles 
que suppose la formule de Kirchhoff. 

Celle-ci, en effet, est relative au cas où l'on considère une fonc- 
tion u satisfaisant à l'équation (i4) dans un domaine sur la fron- 
tière duquel on se donne les valeurs de u et celles de ses dérivées 
premières, en même temps qu'on se donne les mêmes quantités à 
l'origine des temps. 

Or, dans le problème des petits mouvements d'un gaz limité 
par des parois solides mobiles, ce n'est point ainsi que les choses 
se passent. La fonction u (potentiel des vitesses) est bien donnée, 
ainsi que ses dérivées, dans tout le domaine considéré D, pour 
t = o; mais on ne donne que sa dérivée normale, sur la frontière 
de D, pour t > o. 

En fait, si l'on se donne, pour t = o, les valeurs d'une inté- 
grale u de l'équation (i4) ainsi que celles de sa dérivée par rap- 
port à lj on ne peut plus donner arbitrairement, sur la frontière F 
de D, pour t > o, que les valeurs de la fonction u elle-même ou 
celles de sa dérivée normale. 

Que le problème ainsi posé ne puisse admettre plus d'une solu- 
tion, autrement dit, que Ton trouve nécessairement u = o lorsque 



(') Voir Duiifc.M, Hydrodynamique, élasticité, acoustique, tome I, Cli. XII. 
pages -zVy-x.\-. 
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les données initiales et limites dont nous venons de parler sont 
nulles, c'est ce que l'on voit aisément en considérant l'intégrale 

dont la dérivée par rapport à t est 

C C /T ./du d*u du du du d*u\ du d*u~] , . , 

*JJJ r U à^ôi + êp ôïJi + Tz diài) + Tt nr\ dxdydz 

et qui, par conséquent, est constamment nulle si elle est nulle ini- 
tialement et si l'on a, sur la frontière, l'une des deux conditions 

du 
u = o, ou —— = o. 

an 

C'est également ce qui résulte de l'introduction des fonctions 
fondamentales ( ' ) U/ {i = i , ?., . . . , oo) telles que l'on ait 

AU/H-A:iU/ = o dans D, U/=o sur F, 

car alors, moyennant la condition u = o (sur F), l'intégrale 

1/ «a / / / uMidxdydz 
satisfait à l'équation 

et, par conséquent (en vertu des conditions initiales), est cons- 
tamment nulle, quel que soit i\ ce qui ne peut se faire que pour 
u = o. 

Pareil raisonnement s'appliquera d'ailleurs évidemment si la 

donnée à la frontière est -r- = o. 

dn 

On voit que, dans ces deux questions, on retrouve une analogie 
partielle avec ce qui se passe dans le cas des équations à caracté- 
ristiques imaginaires. Une conséquence de cette analogie est que 



(') Poincark, Leçons sur la propagation de la chaleur; Le Roy. Thèse, 
> Partie, Chap. IL 
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la solution de ces questions est, sans aucun doute, beaucoup plus 
difficile que celle des problèmes où Ton peut se donner la fonc- 
tion u et ses dérivées. En effet, au lieu que cette dernière solu- 
tion peut, comme le montrent la formule de Kirchhoff et la 
formule précédemment rappelée de Riemann, se développer indé- 
pendamment de la forme des domaines considérés, l'étude des 
questions dont il vient d'être parlé doit dépendre essentiellement 
de la forme du domaine D. 

9. Les circonstances signalées au numéro précédent tiennent 
manifestement à ce que, dans l'espace à quatre dimensions lieu 
du point (x,y, 5, *), le domaine (D, / = o) et le domaine (F, t > o) 
peuvent être coupés par une même droite parallèle à une généra- 
trice du cône 

&* ■+- y* •+- z * = a * t* - 

Pareil fait se présente, dans les équations à deux variables in- 
dépendantes, lorsque la courbe le long de laquelle on entend se 
donner l'inconnue et ses dérivées est coupée en plus d'un point 
par des caractéristiques. On sait (*) que, dans ce cas, on ne peut 
pas prendre arbitrairement ces différentes données tout le long 
de la courbe. 

Par contre, il est aisé de voir que si A est le point [point an- 
guleux {fig. 3) ou point à tangente caractéristique] qui divise la 




courbe en deux parties AB, AC telles que chacune d'elles ne soit 
rencontrée qu'en un point par les caractéristiques, on peut se 
donner la fonction inconnue z ainsi qu'une dérivée partielle sur 
Y un des arcs AB, AC, et z seul sur l'autre ( 2 ). 



(') Picard, Bulletin des Sciences mathématiques, t. XXIII, p. i5o. 
( 3 ) On suppose, bien entendu, que les valeurs rie z au point A concordent 
entre elles ainsi que les deux valeurs de sa dérivée suivant Parc AC. 
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Car, F équation étant supposée prise sous la forme (i) et la 
direction des caractéristiques qui rencontrent à la fois AB et AC 
étant celle de l'axe des x {fig* 3), la donnée de z et de ses déri- 
vées sur AB fait connaître z sur la parallèle AA' menée à Taxe 
des j' par le point A. On est donc ramené à trouver l'intégrale 
qui prend, sur AA' et sur AC, des valeurs données. M. Picard a 
démontré (') que ce problème est possible. 

La solution est d'ailleurs unique. C'est ce que Ton peut voir 
de la manière suivante : Soit z une intégrale qui s'annule sur AA' 
et sur AC. Il s'agit de démontrer que z est identiquement nul 
dans le triangle mixtilignc AA'C formé par les deux lignes précé- 
dentes et la parallèle à l'axe des x menée* par le point C (fig- 3). 

Prenons pour origine des coordonnées le point A, et soit o t la 

série des valeurs de - ( t-Î» ,— ' — ) sur l'arc AC ( 2 ) (ou, 

2 \àyt dy x dx t ] w \ 

àz 
qui revient au même, la série des valeurs de -r^> puisque, sur cet 

arc, dz\ = o ]• La formule (4) donne ici 
(i5) z= C uy x dyù 

el, puisque z est nul sur AA', on a, pour* toute valeur de^ com- 
prise entre o et la valeur dc^ qui correspond au point A', 



ce 



o= / u(o, y y x u y x )^ x d Y \. 

• 'a 



Multiplions par $(y)dy el intégrons de o à y ; il vient 

°= / ty(y)dy f "(o, y, Tujr^idyt 



• «^0 

(16) 



[ =/ *idy l I ty(y)u(o.y f x u y t )dy. 



(*) Note Sur les méthodes d'approximations successives dans la théorie des 
équations différentielles, n° 5, in Darboux, Leçons sur la théorie des sur/aces, 
t. IV, pages 36 1, 36:>. 

( 2 ) x x est ici une fonction dey, donnée par l'équation de la courbe. 



.^ 
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Or nous pouvons nous arranger de manière que la quantité 

(17) / 4*(.r)'*(°..r» ■*i..n)4r 

soit une fonction donnée quelconque F de y t [pourvu que F(^ ) 
soit nul]. En effet, nous savons qu'il existe au moins une solu- 
tion v de l'équation adjointe qui s'annule sur A'C et prend en 
chaque point M(x t , y t ) de l'arc AC la valeur F (^ ). Pour cette 
fonction c, considérée dans le rectangle à côtés parallèles aux axes 
qui a pour sommets opposés A', M, la formule (16) du Livre IV, 
Cli . IV (t. II, p. 80) des Leçons de M. Darboux devient évidem- 
ment 

F 0-i) = — / 'H»,7 ; a*i,.ri)(^ — a{} ) d y* 

ce qui montre que l'intégrale (17) est égale à F(yi ) lorsqu'on 
prend 

^>=-G£-<"')- 

Dès lors l'équation (16) n'est possible (puisque F est arbitraire) 
que pour ^ i = o. La formule (i5) donne bien alors 



5 = 0. 



Notre conclusion est donc démontrée. Le raisonnement précé- 
dent montre même que, une fois connue, la solution du pro- 
blème pour la courbe AC, la droite A'C et V équation ad- 
jointe, on peut en déduire la solution du même problème pour 
la courbe AC, la droite AA' et V équation proposée. Car il 
résulte de ce nous avons dit tout à l'heure que ce problème se 
réduit à déterminer la fonction ?, par la condition que l'intégrale 

soit une fonction donnée de y. Or, si nous savons résoudre le 
problème pour la courbe AC, la droite A'C et l'équation adjointe, 
nous pourrons (ainsi que nous venons de le voir également) cal- 
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culer, à l'aide de cette condition, l'intégrale 

» o 

quelle que soit lu fonction F, pourvu qu'elle soit nulle en C. Il 
suffira alors, pour déterminer cp, en un point quelconque (x\%y\) 
de l'arc AC, de remplacer F par u,Fp~* J,, ' ri "~ jr ' i>i et de passer à la 

limite pour [a = 00. On aura ainsi la valeur de^7z¥(y î )tf t (y\). 

10. Nous avons dit que la solution du problème ainsi posé 
devait dépendre de la forme des domaines où on l'étudié. C'est 
ce que Ton vérifie aisément, pour le cas de deux variables indé- 
pendantes, en considérant les équations les plus simples, par 
exemple les équations pour lesquelles la suite de Laplace se ter- 
mine dans les deux sens et dont l'intégrale générale est, par con- 
séquent, de la forme 

z = AX -f- AiX '-u. . .-h A,X« -+- B, Y -h BiY'h-. . .-+- ByYtf» 

X et Y étant des fonctions arbitraires, Tune de x, l'autre de jr, 
tandis que les A et les 13 sont des fonctions déterminées de x et 
de y. 

Supposons z donné ainsi que ses dérivées sur l'arc AB (Jig- 3). 
Alors X et Y seront connus (*) pour les valeurs des arguments 
qui correspondent à des points de cet arc, et, par conséquent, 
Y sera également connu sur l'arc AC. Dès lors, si Ton donne les 
valeurs de z sur cet arc, X sera terminé par une équation linéaire 

de la forme 

AX + A,X' + ...+ A/Xifl=/(*), 

mais pour l'intégration de cette équation, il faut imaginer que, 
dans chacun des coefficients A(jr,y), A t (x,y), etc., on ait rem- 
placé y par sa valeur en fonction de x, tirée de l'équation de 
AC. Il est, dès lors, bien clair que l'équation différentielle obte- 
nue dépend essentiellement de la forme de celle-ci. 

H. Relativement à ce nouveau problème, Y intégrale rési- 



( ! ) Ils le sont, du moins, à des quantités près qui ne changent pas la valeur 
des intégrales et qui, par suite, ne peuvent modifier la suite du raisonnement. 
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duelle devra, pour maintenir l'analogie avec la question rappelée 
au n° 8, être définie de la façon suivante : 

z et ses dérivées seront nuls sur Tare AB. Les valeurs de z se- 
ront ensuite données différentes de zéro sur une partie A [3 de 
Tare AC, puis nulles sur Tare fiC 

Les parallèles AA\ fifi f menées par A, fi à l'axe des y détermi- 
neront trois régions : la région 1 (7?£ r . 4)» comprise entre AB 




et A A' et où z sera manifestement nul; la région 2, comprise 
entre A jî, AA' et fifi'; enfin la région 3, comprise enlre fifi' et fiC 
C'est l'intégrale considérée dans cette dernière région qui est 
l'intégrale résiduelle. 

Soit a la projection de fi sur AA'. Nous pourrons remplacer 
Tare Ajîpar le segment a[3 : l'intégrale z sera définie comme 
étant nulle sur a A', prenant sur zfi des valeurs quelconques (sous 
la seule restriction d'être nulle ainsi que sa dérivée en a et d'être 
nulle en fi, de manière que sa dérivée, suivant la direction J5C, 
soit également nulle) el étant nulle sur fiC 

Sur fifi', d'après une formule rappelée tout à l'heure [Darboux, 
Leçons sur la théorie des sur/aces, Liv. IV, Cliap. IV, n° 359, 
formule (16)], les valeurs de l'intégrale seront données par l'ex- 
pression 



08) 



■(5.7) = / "(£>.r> *i. r i) (-j£ h- MiJ dx u 



où £, Tj sont les coordonnées du point j3, les notations z %> b t dé- 
signant respectivement les quantités z(x lJ r i ) et b{x\ J r i ). 

12. Cherchons à quelles conditions l'intégrale résiduelle sera 
du type (3). D'après ce qui a été dit au n° 10, nous supposerons 
que l'arc fiC el la droite fifi' aient des positions déterminées. 

Il est, dès lors, manifestement nécessaire et suffisant que, sur 
xxvin. 6 



i 



^ 
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j3 t 3', les valeurs de z soient de la forme 

et, par conséquent, qu'elles vérifient une certaine équation 
linéaire 

(19) F(«) = a (î,^) — -*-<*i(ly)j- p zr l -+-. . .H- a,,< ; , y)z = o. 
Or on a, d'après la formule (18), 



F( * )sa jf* (se- *"■)*" 



en posant, comme précédemment, <ï> = F (m). 

Pour que F(z) soit nul, quelles que soient les valeurs de z t 
[pourvu que z K s'annule en a et en ,3 dans les conditions indi- 
quées (*)], il faut et il suffit que Ton ait 






ce qui peut encore s'écrire 






— biiij = o. 



Cette condition est évidemment réalisée lorsque u(x,y, x { ,y % ) 
est de la forme A< X t -H A 2 X 2 -|-. .■.-+- A p X. p (où A t , A a , . . . A p 
sont des fonctions déterminées de x f y, et Xi, X 2 , . . ., X p des 
fonctions de x, x ly y t ); par conséquent, elle est vérifiée parles 
équations pour lesquelles la suite de Laplace se termine dans un 



(■) La condition qui exprime que la dérivée de :, suivant la ligne ^C est nulle 

dz dz 

est de la forme -~ l -+- a -~ =c o, où ^ est le coefficient angulaire de la tangente 

ox x oy x 

dz 
à cette liene, et où -r— * doit être remplacé, ainsi qu'on le sait, par 

_ e sh % ax x l f a -p- -h cz x \ €-*• ' b \~ **% dx x . 

Los principes du calcul des variations montrent que cette condition n'a pas d'in- 
Hurncp sur la conclusion finale. 
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seul sens, alors que, pour ces équations, l'intégrale résiduelle 
relative au problème précédemment étudié ne satisfaisait qu'à 
une seule équation linéaire distincte de (i). 

13. Mais il y a plus : dans la question actuelle, l'intégrale ré- 
siduelle peut être identiquement nulle : c'est ce qui arrive 

toutes les fois que l'invariant h ab — r est nul. Car alors, l'in- 

' tir 7 

légrale générale étant de la forme 



z = M f \ 



j\\<tj>) 



(X et Y étant les fonctions arbitraires), la fonction Y doit être 
nulle pour toutes les valeurs considérées de y [puisque z est 
identiquement nul dans la région (1)], et la fonction X, nulle 
pour toutes les valeurs de x supérieures à \ (puisque z est nul 
sur l'arc (iC). 

La propagation des ondes planes infiniment petites dans un gaz 
primitivement au repos, sous l'action d'un piston dont le mouve- 
ment est donné, dépend de la question que nous étudions en ce 

moment pour l'équation - — — == °- Le fait qu'il n'y a pas, pour 

un tel gaz, de mouvement résiduel après le passage de l'onde est 
donc d'accord avec notre conclusion actuelle. 

an 

14. Les équations pour lesquelles - — h ab — c est nul sont 

d'ailleurs les seules pour lesquelles cette conclusion subsiste, 
quelles que soient les lignes j3[3' et [3C; elles sont même les seules 
pour lesquelles elle subsiste, quel que soit le point [3, la ligne AC 
étant donnée une fois pour toutes. 

En effet, il résulte de ce qui a été dit au n° 12 que, si l'on veut 
que l'intégrale résiduelle relative à la courbe donnée j3C et à la 
droite donnée |3|3' soit toujours nulle, il faut que l'on ait. pour 

J'i = *ii 

<)tl 



Or, si nous posons 

Ou 






^ -b x u = v(x,y, .r,,j',) s 
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^ 



on voil aisément, à l'aide de la définition de w, que l'on a (j3" étant 
un point quelconque de [3,3', point dont l'ordonnée csty) 

a ft 



On devra donc avoir, dans les hypothèses actuelles et quel que 
soit le point (3", 

ab — c) dy = o, 



£( 



ùa 
dx 



ce qui exige que t — \- ab — c soit nul, quel que soit jr, pour 

Si donc le fait doit avoir lieu, quel que soit Ç, l'invariant 
- — \- ab — c doit être identiquement nul, comme nous l'avions 
annoncé. 

la. Ainsi l'intégrale résiduelle des équations linéaires à deux 
variables indépendantes est beaucoup plus particulière dans le pro- 
blème qui fait l'objet des n os 9 et suivants que dans celui que nous 
avions traité aux n " 2 à 7. Il est remarquable que ce soit préci- 
sément l'inverse qui se produit dans le problème des ondes sphé- 
riques, puisque l'intégrale résiduelle de ce problème est nulle 
dans le cas où l'on se donne u et ses dérivées pour t = o, quels 
que soient jc, y, 5, et différente de zéro, si les données sont 
celles du n° 8. 

Lorsque la sphère de rayon R, à l'extérieur de laquelle on con- 
sidère le mouvement, puise uniformément en tous ses points, de 
sorte qu'elle reste sphérique et que son rayon seul varie, l'inté- 
grale résiduelle est déterminée à un facteur constant près ('), et 
vérifie, par conséquent, des équations linéaires distinctes de 
l'équation (i4 )• 

Il ne semble pas en être de même si les différents points de la 
surface sphérique ont des mouvements normaux différents. On 
peut, en effet, dans ce cas, former l'intégrale générale et l'inté- 
grale résiduelle par le procédé suivant : 

( l ) Voir Dumkm, lor. cit. 
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Une intégrale ude l'équation (i4) peut évidemment, en dehors 
de la sphère qui a l'origine pour centre et R pour rayon, être 
développée en série de la forme 

(21) W = 2 P A» M A" 

où P p est un polynôme sphérique de degré />, et u p une fonction 
de r et de t. L'équation qui détermine u p est alors 

(„\ ^1. -4- 2 (P + ri àu P = J_ &JÏP 

K } dr* r âr a» dt* * 

autrement dit celle qui détermine les solutions de l'équation 

H* ~ a 2àdx}' 
1 = 1 



qui sont fonctions des seules variables t et r = fàx] . 

L'intégrale générale de cette équation (22) est connue : elle 
peut se mettre sous la forme 



(13) 



n^^Y^"^^^'^^} 



où D désigne l'opération - — ; 
Ou encore (') (à un facteur numérique près) 

_ y hî (ip — h — 1)! f(h-i>( r — at) -f- ?'*-!>( r -4- af) 

(les symboles / fA ~ ,) et o {h ~ {) représentent les dérivées succes- 
sives de /, <p). 

L'hypothèse que u et, par suite, u p _\ sont identiquement 
nuls pour /< 1, r^R montre que chacune des fonctions y peut 

être prise nulle. Si maintenant on demande que —?~ x ~ [lequel, en 



(') Volterra, Hendic. Ace. Lincei : loc. cit.,, p. 167. 
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vertu de Ja formule (a3), est de même forme générale que rU p ] 
soit égal à zéro pour r = R, *^6, on voit que la fonction /devra 
être (lorsque son argument est inférieur à R — aô) une solution 
d'une équation différentielle linéaire à coefficients constants, au- 
trement dit, une somme de termes exponentiels de la forme 
Àe* (r ~ fl/) , les s étant racines de l'équation 

v ; (/? + i- h)\(h — i)! v ' 

Les racines de ces équations ne paraissent offrir aucune pro- 
priété simple, et une somme d'exponentielles de l'espèce précé- 
dente, divisées par des puissances de r, ne paraît vérifier aucune 
équation linéaire distincte de l'équation (i4)* 



SUR CERTAINES ÉQUATIONS DES QUATRIÈME ET CINQUIÈME DEGRÉS; 

Par M. LkoiN Automne. 

INTRODUCTION. 

Soit h n une équation algébrique de degré /i, n >> 3, 

, . , n ni n — i ) 
J (x) = x n -\ ^ aia"»-' h j a t x n ~*-+- . . . -+- a n = o 

où les a sont des fonctions quelconques d'une variable t. Envisa- 
geons (au point de vue des théories de Galois et de M. Jordan) 
comme rationnelles par définition : 

i° Toutes les constantes; 
'a° Les coefficients a de //„. 

Nommons alors G le groupe (au sens de Galois) de h„ ; on sup- 
posera G transitif el h„ irréductible. 

Prenons maintenant une équation U de Riccati entre // et t 

1 " = Uî> ( i ) -+- u il!,, ( / ) -h m 2 l!!*j( / ), 
qui admette, par hypothèse, pour intégrales les n racines 

j'j [ i = o, I. ...,/( — i j 
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de h„. Le rapport anharmonique de quatre x L sera constant; h n 
prendra le nom d'équation anharmonique. 

Dans plusieurs Notes insérées aux Comptes rendus (7 mai 1 883 ; 
i3 février 1899; 5 et 1:4 février 1900) et dans un Mémoire intitulé 
Sur les équations algébriques dont toutes les racines sont inté- 
grales d'une même équation de liiccati (Journal de Mathé- 
matiques, 1900), j'ai construit les équations anharmoniques qui 
existent pour les divers degrés n. 

Cette théorie générale a pour base les propriétés des groupes 
de substitutions de Galois et celles des groupes linéaires fraction- 
naires S d'ordre fini (groupes de MM. Jordan, Klein et Gordan), 
c'est-à-dire provenant de substitutions 



az 



cz 



ad — bc --à o. 



La construction effective de h n est fondée sur les deux théo- 
rèmes suivants : 

L — Le groupe G de h n est isomorphe sans hémièdrie à l'un 
des groupes S. 

IL — Toute h„ est de la forme F(x, ï) = o, où le polynôme 
à deux arguments F est à coefficients numériques qui ne dé- 
pendent que de S. Il n'entre dans h„ qu'une fonction unique T(/) 
de /, laquelle est rationnelle. 

.La propriété de définition pour les équations anharmoniques 
(constance du rapport anharmonique de quatre racines quel- 
conques) n'intervient qu'a posteriori et assez tardivement. 

Voici maintenant ce que je me propose de montrer dans le pré- 
sent Travail : 

Pour les degrés peu élevés, n = 4 ou .">, on peut parveriiraux 
théorèmes 1 et 11 et construire lanharmonique par des procédés 
assez élémentaires et en prenant pourpoint de départ la propriété 
de définition. 

Les résultats obtenus sont les suivants : 

Quatrième degré. 
Premier tvpe de h \ : 

*•*-+- 6T3?» -4- iT.r— 3T«=o; 
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le rapport anharmoniquc K des quatre racines est équianharmo- 
nique; G est le groupe alterné entre quatre lettres, isomorphe au 
groupe S tétraédrique. 
Second type de h s : 

ar* h- 6Tx*-+- 4 Tx -+- T(T -+- i) = o; 

K est harmonique. G est isomorphe au groupe S dérivé, pour 
m = 4, des deux substitutions (groupe S m ) 



i 

z - 

z 



B m = \z 8.5 |, 0'*=r; £ = 

Troisième type : 

(x*-+- q)* — p('ix — i)* = o 

avec 

K — i\« 



H-T^-o-HT^^y 



p 

i _ (i- T)«— ... 

G est isomorphe à S a . 

Cinquième degré. 
A s s'obtient en éliminant Ç entre les deux équations 

G est isomorphe à S 5 . A 5 est une équation de Galois. 

Pour l'application des théorèmes I et II et des résultats ci- 
dessus, il importe de spécifier ce qui suit : 

Je ne considère pas comme distinctes les h n , qui. ne diffèrent 
que par l'intervention d'une substitution 



;)IL --= 



rA(Q + B(0 



AD — BC^o; A, B, C, D = rationnelles. 

.Te ne trouble pas ranliarmonismc et ne change pas le groupe G. 
Ainsi je profiterai de ÏÏÏL pour supposer constamment nulle la 
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somme des racines 



Xq -f- . . . -*- x n —\ = a,\ --= o 



et pour multiplier # par un facteur rationnel, choisi de façon à 
simplifier h n . 

Il va sans dire que les résultats de la présente Note sont d'ac- 
cord avec la théorie générale des équations anharmoniques, ex- 
posée dans mon Mémoire inséré au Journal de Mathématiques 

pour 1900. 

CHAPITRE I. 

QUATRIÈME DEGRÉ. 

1". Le groupe général © des vingt-quatre substitutions entre 

quatre lettres x K ^ x 2 , #3, x % peut être envisagé comme provenant 
des substitutions a, [3, 0, s, savoir 

« = (iïi)(34J, P = 0*)(a4), [ap = ?a = (14)0*3)1, 

8 = (4)0*3), i = (iKa)(3.|). 

Si s manque, © se réduit au groupe alterné d'ordre douze; si 
manque, © se réduit à un groupe d'ordre huit; si et e man- 
quent simultanément, © se réduit au groupe g des quatre substi- 
tutions 1 , a, j3, ajï. 

2°. Posons 

\ ij j = xi — Xj, i, j = i,2,3, » ; 

considérons le rapport anharmonique 

<3.}i4a| 



K = K = 






des Xi et la façon dont K. se transforme par les substitutions de ©. 
Soient 



- _I qM,/| _ __ < q. M „/ I _ _ l ... M q/ * 

>l — 1 10 j j I4 j, ., — 1 51 | • '24 j, T 3 = f l«A j , J4 j, T 

Voici la façon dont a, [ï, 0, e transforment les 7 
a cl [4 n'altèrent pas t i? t 2 ni T n ; ensuite 



1 -+- Tj-f- T3 = o. 









"2 — "i 

-.1 »3 
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Nommons o[K], . , . , ce que devient K. par l'effet de o, . . ., il 
viendra 

t [ K J = — — = v— = K,, 



3°. Les déplacements des six lettres K , . . •, K 5 forment un 
groupe H d'ordre six, isomorphe avec hémiédrie au groupe © (i°). 

A la substitution unité de U correspond dans © le groupe g; 
o a pour correspondante 

2r = (K K,K 1 )(K,K l K ; ) 

et £ â aussi pour correspondante 

€ = (K«K I )(K,K i )(K 1 K»). 

Se reportant à ma Note Sur le rapport anharmonique y in- 
sérée aux Nouvelles Annales, 1899, on verra que, lorsque les 
six quantités K , . . ., K 5 11c sont pas toutes distinctes, les quatre x 
étant toutes inégales, il ne peut se présenter que deux éven- 
tualités. 

Cas équianharmonique. — K = R, = K 2 ; K 3 = K 4 = K^ 

et Kj| — K H- 1 = o, d'où 

Kq = K| = K» = — s, Kj = K^ = K$ « — p* 

(5 = racine primitive cubique de l'unité). 

Cas harmonique. — Ce cas se décompose en trois : 

Ko — K3 — 
Ko — K b = 
I\ — hi — 



1, 


K,=-=K.^ 


'l. 


K^K,- 


1 

• 

7* 


•2, 


k,= K a = 


1 

— » 
•> 


K 2 — K; ~- 


- I*, 


1 

- 1 
•> 


K |U K t =:- 


1. 


l\ 3 =: Kï = 


2. 



r> 



- 9;; — 

4". Soit 

a^x* -+- 4 #i x* ■+■ 6a 4 a"* -h 4 #3# -f- «v = o 

l'équation du quatrième degré dont les 4? sont racines. Introdui- 
sons les deux invariants 

I = i(a a± — 4«itfj-H 3a|), 

J = 6(a a s a4+ a 2a|«7 2 a 3 — a} — a\ a« — «*«*) 

et Tinvariant absolu 

12 = PJ-* 

lié au rapport anharmouir|ue K par la relation 

(K«— K-f-i)» 



12 = a4 



[(K + r)(K-'i)(2K- i)J« 

(t>o/r les Leçons sur la Géométrie de C/ebsch, traduction A. Be- 
noist, Tome 1, pages 284 1 285, 297). 
Dans le cas équianharmonique 

12= I = o. K* — K-f-i = o; 

dans le cas harmonique 

12 = oo, J = o, (K + i)(K-a)(aK-i) = o. 

11 est évident d'ailleurs que les deux cas s'excluent mutuelle- 
ment. 

o°. Soient maintenant une anliarmonique A 4 , f(&) = o, et G 
son groupe entre les quatre racines #/(« = !, 2, 3, 4)« G sera 
contenu dans le groupe © du \° ou coïncidera avec ©. 

Ou pourra écrire, sous le bénéfice des explications données 
dans l'Introduction, 

Le polynôme f{x) aura les deux invariants (4°) 

1 = -i(a;-+- 3tf J), J — fi(a 2 ai -- a] — al), 

puis(|iie a = 1 et a t = o. Le rapport anliarmonique K lié à Tin- 
variant absolu 12 = ï*,] - par la relation 

(K«— K-4-n a 
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est constant, c'est-à-dire rationnel. K ne doit pas changer par 
l'intervention des substitutions de G. 

6°. 5* G contient la substitution ternaire 3 = (4)(« ^3) du 1 °, 

on a 

12 = I = o. 

Il faut, en effet, alors que (3°) 

K =Ki=..., KJ — K -t-i = o et Q = o. 

Si G contient la substitution binaire e = (î) (2) (34) du i°, 

on a 

Q = oc, J=o. 

En effet, alors (3°) 

K = K3, K -H 1 = o. 

Comme les cas équianharmonique et harmonique s'excluent 
mutuellement, on voit que G est contenu : 

soit dans le groupe alterné entre quatre lettres, dérivé de a, j3, 0, 

avec I = o, 
soit dans le groupe d'ordre huit, dérivé de a, (i, e, avec J = o, 
soit dans le groupe g d'ordre quatre, dérivé de a et {3, IJ yé o. 

Je dirai que l'anharmonique h k est équianharmonique si 1 = o, 
harmonique si J = o. 

Je vais m'occuper de la construction des /i 4 équianharmonique 
et harmonique. 

7°. Dans h k le coefficient a 3 ne peut être nul et /t 4 ne peut 
devenir bicarrée. 

Les quatre racines seraient dans ce cas m, p, — u, — v. Expri- 
mons qu'elles sont intégrales de l'équation U de Riccati; il 
viendra 

u' = i)l>o ■+■ ttë>i u -+- iJl> s u* — u = Dl» — 1&1 w ■+■ M* w s , 
puis 

O = Ul> -h l)l)i M 1 = ^0 "+- të»! t' 2 . 

Comme on ne peut avoir Mo^ i*5>2 = °? sans quoi Ton n'aurait 
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plus une équation de Kiccati, il vient u' 2 — i ,2 =o et h% aurait 
des racines égales. 

8°. Si a 2 = o, h. s ne peut cire ni harmonique, ni équian har- 
monique. En effet alors 

rt s =o, I — j>,<7 v , J = — GorJ. 

Pour l = o, a k = o, et il # y aurait une racine nulle; pour J = o, 
tf 3 =o, ce qui est absurde (7°). c. q. f. i>. 

Je supposerai donc, pour la construction des h h équianliarmo- 
nique et harmonique, a À a^y^ o. 

9°. Multiplions, ce qui est licite (Introduction) x par le fadeur 
rationnel /•"'; h s devient 

.r v -+- f> « 2 /•* x* h- \ a 3 /•' x -f- / ,v a k = o. 
Posons 

T = aj/- 1 - a 3 r*. 
d'où, puisque 



et 

Alors 
Si 



f(x) = jr*-H 6 Tx*-h 4T.r -h S = o, G = <? v a{rt3 4 . 

I =a(r-H3TV). J = 6(TG — P — T* ). 

| = o. 6 = — 3T«, 
/(a-) = ar fc -4- 6Tar«-h JT#— 3T*. 



Si 



J = o, ç = T«-+-T, 
/(x) = a* -4- 6Tar»-f- .(Tj -h T(T H- 1). 

Z>a/i5 /'«n et l'autre cas f{x) est un polynôme en x et T à 
coefficients numériques. C'est un résultat annoncé dans l'Intro- 
duction. 

10°. Passons maintenant aux A 4 , 011 IJ yé. o et dont le groupe G 
coïncide avec le groupe/? des quatre substitutions 1 , a, [3, a|3 (0°). 
On aura d'abord 

Xi-i-Xf-r- x*-\- x± = o, 

X t :-X t —(Xi-hX> t ) ?- O, 

sans quoi 

o = xi -r- x t = .r 3 -h .r v 

et // 4 sérail bicarrée, ee qui est absurde (7°). 



^ 



- <)H - 

L'expression 

(.r, -L-.r t — x z — x; )« ='2 V /', 

Invariable par a et £, est rationnelle; i en est de même pour 





( X x i-X t —T t — X k ~l 'X 


(o) 


De là 





\ Xx^-Xi— x\ p I \ x t jr t = q -W'vV / 

' r 3 -h .n = — •>. vV * ' -''s-n ~ <i — '* v /' ^ 



et 



x x = \p-x-yjp-q — r \ p r-, g-h 



<o') 



^2 = v /> — V> - 7 — r v /> — /r — /< 



2*3 = — v 7 /> -+- \l p — 7 ■+- 7 * \ f P " — £" "*- K 



** = — V 7 /? — \-P — q + ry/p^—f — K 

Ç* = P h*—p — q—r\ ! p 
K* = p — q -f- r yj p, 

41°. 0/i peut faire r = i. D'abord r p^ o, sinon, par les for- 
roules (o') du 10°, h = K, x { = — jt 4> x»= — :r 3 et h h deviendrait 
bicarrée (7°). 

Multiplions, ce qui est licite, x par r. On pourra diviser pmrr 
les deux membres de l'égalité (o) du 10°, ce qui revient à faire 
/• = i . 

12°. Formons le rapport anharmonique 



K 



— (^3- 3*1 ) (3% — *i) 



Par les formules (o') du 10', il viendra, tout calcul fait, 

K = P±J_±_* y 

p -4- q — A* 
l' 2 = (p — r/) 2 — p, puisque r= 1 , et enfin 

K-il« 



(1) 



( p .- f/ )* — p-:(p + ç } l [jj-^j] 



- M) — 
Comme ( 10°) p 7^ o, je poserai q = />T et ( 1 ) devient 

1 

— -- — /h 

(1 



P= 'K-i\« 



1 i ) < 

7 = 



- T ^(w^7)'^" 



("- T ) î -(^ ')\"+T)«. 



13°. Construisons maintenant /*! avec les formules du 10°. On a, 

puisque R = o, 

or\ — g = h. £* = p, 

h i = p — <J —F, K*=p — t/ -4- g, 
d'où successivement 

-ri* ■+■ P — «.ri # = /' f = /> - 7 — .^, 

(.ri f -i- 9 )« = />(**•, — n\ 
Toute autre racine donnerai» le même résultai, et il vient pour h k 

f(x)=z(x*+ q)* — p('A.r I) 5 . 

Mais, par les formules ( a) du 12°, p et q sont rationnels en T et 
f(x) est encore un polynôme en .r etT à coefficients numériques. 

14°. On sait que tous les groupes S linéaires, fractionnaires, 
d'ordre fini, appartiennent à cinq types différents : 

I. Circulaire (Kreistkcilungsgruppe de M. Klein), dérivé de 
Tunique substitution 

II. Pyramidal, dérivé de % m et de 

I * *"' I» 
(Doppelpyramiden grappe de M. Klein). 

III. Tétraédrique, isomorphe sans hémiédrie au groupe alterné 
entre quatre lettres. 

IV. Octaédrique y isomorphe sans hémiédrie au groupe général 
(5(1") entre quatre lettres. 
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V. Icosaéclricjue, isomorphe sans héinicdrie au groupe alterné 
entre cinq lettres. 

Or, dans le cas actuel, le groupe G de h h possède, en vertu de la 
discussion précédente, les propriétés suivantes : 

Si h s est équianharmonique, G est le groupe alterné entre quatre 
lettres. 

Si A, est harmonique, G provient de © par la suppression de o 
(1°); G est isomorphe au groupe pyramidal pour m = 4« 

Si h k n'est ni harmonique ni équianharmonique, G dérive des 
substitutions a et [3, a,3 = (îa, x 2 = î, J3 2 = i et est isomorphe au 
groupe pyramidal pour m = a. 

On retrouve ainsi des résultais annoncés dans l'Introduction. 

• 

CHAPITRE II. 

ciivoiikME »Er:tt£. 

i5°. Soit maintenant une A 5 , dont x n , >£\ * • ••* •*% seront les 
cinq racines. Nommons G, le groupe de A 5 et G le groupe des 
substitutions de G qui laissent x immobile. Ces dernières doivent 
laisser tixe le rapport anharmonique 

K-i = to — gi)(g4 — *i) # 
(jps — Xi)(Xk— ri) 

• 

Je suppose que Ton ail démontré (ce qui se fera un peu plus 
loin) que R n'est ni harmonique ni équianharmonique. Alors G 
ne pourra contenir (Chapitre l)ni o== (i 2 3) (4) ni s = (i )(2)(34) 
et se réduira à g ou à un groupe contenu dans g. Ainsi G ne con- 
tiendra aucune substitution laissant immobile plus d'une racine; 
toutes les racines s'exprimeront rationnellement en fonction de 
deux quelconques d'entre elles, et, comme le degré est premier, 
A 5 sera une équation de Galois. 

G étant transitif a son ordre divisible par cinq et contient la 
substitution circulaire 

j=(oi >. 3 4 ) — ■ *, « -h 1 | ( niod . 5 ). 

entre les cinq racines j-/, (1 .-=0, 1, . . ., 4). G s'obtient en coin.- 
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binant avec ? la substitution 

t = | i , // 1 ( mod . 5 ). 
Comme t est contenue dans g* on a 

i* = i, /*= i (mod. 5), 
/ es 4 (mod. 5), 

T = |i\4«| = fo)(i4)(»3) = «?, 

G contient les dix substitutions 

t* et tî*, k = o, r, 'i, 3, 4- 
G est isomorphe, pour m = 5, au groupe pyramidal S du 14°. 

16°. Reste à montrer que K n'est ni harmonique ni équianhar- 
monique. 
Posons 

Ko=i'4i, u,= J2o|, jx t =j3ij, [x a =J4aj, f^=|o3J, 

La substitution ?, qui ne saurait manquer dans le groupe G, per- 
mute les |jl circulairement : 

On a 

ar© ■+-••• -+■ ^v = O, 

et aussi 

flO "+■ • . . H- [A4 = O. 

Enfin par un calcul facile 
Posons ensuite 

e = p, Kj, jx = jio . . . jjl*, 

d'où 

jx* = abcde, 

xxviii. 7 
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et 
jjLjjLt = bde, {JifJLj = cea, jxfij = dab, jxja; = ebc, jifx = acd. 

Remplaçant dans les formules (o) les u. par leurs valeurs, il 

viendra 

5fjL.ro = *be(c — d)- s ra(ec — bd), 

(i) { 5[XX\= ica{d — e)- J t-b(da — ce), 



par permutation circulaire des cinq lettres a, b, c, d et e. 
Remarquons que, si 



or 

il viendrait 



a = b — r = d =e % [ij = \^^\ 

jjl* = abede ^ o; 
x = . . . = x k = o, 



= (JL^ = O 



ce qui est absurde. Aucune des cinq lettres «, . . . , e n'est zéro, 
car alors une des cinq lettres jjl , - . . , u 4 , serait nulle et A 5 aurait 
des racines égales. 



17°. On a 



K-» = 



__ [3il [4*i _ M-i^s _ 



a 



)3a||4it 
-Ka 



M Pi + Ki) 
c -h d = o. 



rf 



c 



La substitution o- de G permute circulairement a, . . . , e tout 
en laissant K invariable. Il vient ainsi le système des cinq équa- 
tions linéaires homogènes 



— Ka 



(->.) 



a -+- c -+- 


a 1 


= o, 


— Kb -+- 


rf-+- 


e = o, 


a - Kc 


H- 


e = o, 


a -h b — 


Krf 


= o, 


b -+- c 


___ 


Ke = o. 



Aucune des a, . . . , e n'est zéro (16°); donc 



A = 



— K 


o 


1 


I 


o 




o 


-K 


o 


I 


I 




i 


o 


-K 


o 


1 


= (K-2)(Kt 


î 


I 


o 


— K 


o 




o 


f 


1 


o 


— K 





-4- K — i)« = o. 



* 
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Si K=2, a ' = b =. . .= e, ce qui est absurde (16° in fine). 

Ainsi 

K'-h K — i = o. 

Nommons 9 une racine primitive cinquième de l'unité et soit 
p = 8 H- 9», p 2 = 2 -f-9 2 H-9 3 et, en vertu de 0* -+-. . .-h 9 -h i = o, 
p2_|_ — i = o. Les deux valeurs de K sont donc 



K = -h 0* 



et 



K = Ô*-f-0'. 



On n'est ni dans le cas équianharmonique ni dans le cas harmo- 
nique, r.. q. f. n. 

18°. Si on annule K-4-K — i, en faisant par exemple K=9-|-9', 
tous les premiers mineurs du déterminant A (17°) sont nuls; *i, 6, 
c, rf, e s'expriment en vertu des équations (2) du 17°, par des 
fonctions linéaires, homogènes, à coefficients numériques, de 
deux indéterminées u et v. Les substitutions o* et 7 du groupe G 
(15°) se traduisent sur u et v par les deux substitutions linéaires 
homogènes S et G. On peut toujours supposer S mise sous forme 
canonique ; comme t 5 = 1 , S* = i et 



8 = 






Comme 7 2 = 1, 7tt=:t ! , on a aussi £ 2 
à-dire, par un calcul facile, 



r , ÇVSS = >>"' c'esl- 



G = 



U V 

V u 



et 



a+3^o (mot! j). 



S doit permuter a, b, . . ., e de la façon suivante 



et S ainsi 



Par conséquent 



t =(n)(he)(ctl) 
7 = ( abede ). 
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Portons dans la première des équations (2) du 17°, il viendra 



d'où 
ou bien 



Krt = c -h d y 
(8H-G>)(a + <;) = (Ô îa -*-6 8flt )w-+-(0*P-+-9 3 ?)i>, 



a es 2, ^ =3 3 



(mod 5) 
(mod 5). 



Je prendrai a = 2. On aura ainsi 



(0 



e 



u -h r, 
8*1*-+- 8» c\ 
8>M-f-8i\ 

<* -t- G* ^, 



L'équation du cinquième degré qui admet a, b, <\ t/, e pour 
racines est 

A(X)= X«— 5wi>X3-+- 5w*i>*X— («*+ i>*)= o. 

19°. Ainsi les deux substitutions <t = (01 234) etT = (o)(i4)(a3) 
de G se traduisent sur les jjl par les deux substitutions 
(uo*i[*2U3[A4) et 



Po fJt t [1, 



- Kï —1*1 



sur les a, ..., e par les deux substitutions (abcde) et (a) (bè) (cd); 
sur u et y par les deux substitutions 



u 


8»u 


, G = 


u 


V 


f 


8 s i> 




V- 


u 



s = 



Enfin [ji= fA [i, jjl 2 pL 3 pL^ , p. 2 = abcde, reste invariable par <x et 
change de signe par t. 

Les deux expressions u 5 -+- i 5 =/? et uv = q sont invariables 
par S et G, c'est-à-dire par toutes les substitutions de G. p et q 
sont donc rationnelles. 
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Les deux quantités d'un des cinq couples 

b, x x , 
<?, ar s , 
d, x if 

sont invariables par les mêmes substitutions de G. Donc 

x =ty(a), 

A désignant une fraction rationnelle à coefficients rationnels. Effec- 
tuons la substitution a- sur l'expression 

qui est nulle, c'est-à-dire à valeur rationnelle, on aura 

x k =ty(e). 
Construisons A. 

20°. Portons les valeurs de a, ...,e données par les formules (i) 
du 18°, dans les formules (î) du 16°. Il viendra, tout calcul fait, 

5 u.r = R ( u — v) ( H* -+- t>* ), 

r = 2(6*— o»)-+-e — e*. 

Li • M 5 — V h . i i il* 

expression = r est invariable par toutes les substitu- 
tions de G, c'est-à-dire rationnelle. 

Le quotient (u 5 — i' 5 )(w — t')" 1 est égal à 

M* -4- U Z V ■+■ U*V* -4- Mt>' -+- P 4 = U w •+■ (» v H- UV(ll* -h P J ) -h M , P Î . 

Or 

uv = <y, m -*- t> = a; 
donc 

M 5 — P* 
W — C» M ' M 



— iog — ; ... 
Alors 

_ R(m- i>j( m »-m>i) __ Rr(u — v) (il* -+- t>» ) 

5 ;jl 5 ( u 5 — p* ) 

_ rR «» — iy _ 

d'où 

ï/v\— L? X' — 2g 

V( )_ 5 " X*(X« — 3?.) -h?' 

X étant une indéterminée. 

21°. Posons a- = r/Z< on aura 

R /• Ç — * 



a*o = 



:Wy Ç(Ç-3)-hi 
Mais a est racine de l'équation (18° in fine) 

\(a) = a(a k — 5 qa* -+- 5 y * ) — /? = o, 

puisque 

uv = q, u* -+- i>* '= /? (19°). 

Alors 

y*a(;*-5;-+-5) = /> 

Ç(Ç Î -5Î- + -5)>=^=T. 

Si, au lieu de raisonner sur # et a, on avait raisonné sur x% 
et 6, #2 et c, . . . on aurait eu les mêmes résultats. 

22°. En résumé, l'équation /i 5 s'obtient en éliminant Ç entre les 
deux équations 

Il esl licite de multiplier tous les .r par le facteur rationnel 

Rr 

Rr 5?; 

cela revient à faire - — = i. 

On a à éliminer Ç entre 



[C(Ç f -îÇ-+-5)« = T et ^^ïtt^ 



' — a 



Le résultant est bien un polynôme du cinquième degré entre Ç 
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et ï a coefficients numériques. La relation algébrique entre ./• 
etï est du degré zéro. 

23°. L'équation du cinquième degré qui vient d'être construite 
est-elle effectivement une anharmonique? Autrement dit, tous les 
rapports anharmoniques formés avec quatre racines quelconques 
sont-ils constants? 

II faut répondre par l'affirmative. Donnons, en effet, le nom 
de U/au système des six rapports anharmoniques distincts, formés 
par les quatre racines autres que .r,-. On a vu au Chapitre I que 
tous les termes de U, sont des fonctions rationnelles à coefficients 
numériques d'un quelconque d'entre eux. 

Toute l'analyse du présent Chapitre II a eu pour but de mon- 
trer la constance du rapport anharmonique K du lo°. K est un 
terme de U . La substitution ? de G, qui permute circulairement 
les cinq systèmes H/(f = o, 1, ..., 4) ne change pas la valeur 
numérique constante, c'est-à-dire rationnelle, de K. Chacun des 
cinq systèmes "H/ a un terme constant, c'est-à-dire tous ses termes 
constants. c. q. f. d. 

Nous avons ainsi établi les résultats annoncés dans l'Intro- 
duction. 



SUR LES CHANGEMENTS DE VARIABLES ; 
Par M. Jules Beudon. 

Ce Travail a pour objet l'étude des quadratures dont l'élément 
différentiel contient des fonctions arbitraires ( f ). Cet algorithme 
s'est présenté depuis longtemps dans les résultats de l'intégration 
d'équations aux dérivées partielles; dans un très petit nombre de 
cas, on a effectué la quadrature au moyen d'un changement de 
variables convenablement choisi; mais on ne possède aucune mé- 
thode générale pouvant servir de guide dans les essais. 



(') Le principe de 1 <• méthode employée dans celte étude a été donne dan^ unr 
Noie des Comptes rendus de l'Académie des Sciences (i5 mai 1N99). 
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Je traite deux cas généraux, à savoir 



/?(*, y, y ) fa* /[?(*! 7» y)y" -+- W*> y> y')] dx > 

, __ dx „ __ d l y 

y ~~dy" y ""dF 1 " 

où © et <|> sont des fonctions données de leurs arguments, ely une 
fonction arbitraire de x. Je termine par un exemple simple au- 
quel la méthode que je propose s'applique complètement. 

1. 

1. Rappelons d'abord quelques propositions classiques. A une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre 

(0 fix-.y, *,p,9) = ° 

correspond en général une équation de Monge, 

dont l'interprétation géométrique est la suivante : elle représente 
l'ensemble des enveloppes de caractéristiques sur les surfaces inté- 
grales. 

Si l'on connaît une intégrale complète ¥{x,y, s, « , 6) = o de 
l'équation aux dérivées partielles (i), les courbes définies par 
l'équation (a) peuvent être représentées parles équations 

i/ i o àF dF., x d [âF ÔF ., 1 

permettant de calculer .r, y, z en fonction du paramètre a, et A 
étant une fonction arbitraire de a. 

Réciproquement, pour intégrer une équation de Monge 

(3; ?«(*'^ s 'S'ê) = ° 



non linéaire, on posera 



dz dy 
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en écrivant que 

/ dv dy\ 

a une racine double en j-j on aura une équation aux dérivées par- 
tielles 

(4) fiivjfrt'iPtfy***' 

La connaissance d'une intégrale complète de l'équation (4) 
permettra de résoudre l'équation (3), comme il a été dit précé- 
demment. 

2. Soit la quadrature 

(5) j o(x,y,f)dx 

Si la fonction © est linéaire en j'', soit © = A(x 1 y) -i- ft(x,y)j', 
on résoudra l'équation de Pfaff, 

k(x,y) dx -+- B(x,y)dy = dz 

en utilisant la méthode bien connue. 

Si la fonction cp n'est pas linéaire, on posera 

(6) ?(x , J ,y )= - p .+ _y + _.y 

où \ est une fonction quelconque de x, y, z. Si l'on peut déter- 
miner \ de manière que l'équation de Monge (6) puisse être inté- 
grée, la quadrature (5) sera effectuée. 

11. 

3. J'ai montré, dans ma Thèse de Doctorat ( '), que les systèmes 
en involution d'équations aux dérivées partielles du second ordre 
en involution ont les mêmes propriétés que les équations du pre- 
mier ordre, relativement aux caractéristiques, et j'ai montré 
qu'ils pouvaient servir à l'intégration d'équations de Mongc d'ordre 
supérieur. 



(') Annales de l'Ecole Normale, Supplément; i8<)6, page 33. 
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Il y a pourtant une différence essentielle entre le premier ordre 
et les suivants : à toute équation /(#, y, z, y, z') = o correspond 
en général une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
tandis qu'à une équation f(x,y,z,y,z r ,y",z ,, ) = o ne corres- 
pond pas en général un système en involulion, et cela même 
lorsque la relation f est linéaire en y 1 et z". M. Goursat s'est 
occupé de ces équations dans un Mémoire publié dans le Journal 
de V Ecole Polytechnique (' ); je ferai usage de ses formules. 

4. Tout système linéaire et du second ordre en involution peut 
être mis sous la forme 

(") r-f-X*-4-fJi = o. j-h )»/ -+-v = o, 

X, [x, v étant des fonctions de x, y, s, /?, q vérifiant les deux con- 
ditions suivantes : 

l ôk .01 01 t . . , . . 01 



(H) 



0p Oq àp Oq 



* [ 0\x 0\l c/v civ o\ \ 

\ôy ôz^ ~~ftr~ôzP ^ôpj 



Op) 
( 0\ 01 01 



/Ok 01 01 0u\ 

"Koï + ô-zfi-^ô-p rq)=°' 



L'équation de Monge généralisée, attachée au système, s'ob- 
lient en éliminant/? et q entre les équations 

(9) /=X, ~' = P + qy\ z n =qy" —yx—if. 

M. Gour$at a montré (/oc. cit.) que l'intégrale générale du sys- 
tème (7) est de la forme 

(10) *[*,.r, 5,/Ca), /(*),/(»)] = o, 

on aura l'intégrale de l'équation de Monge en écrivant 

c*l> 0*<\> 

(11) * = o, -7- = °, -TT = 

Ot. 0& 



(') Journal de V Ecole Polytechnique % W Série, 3* Cahier; 1897. 




> 
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5. Soit la quadrature 

(12) J = J[*\(x,y t y)y- K(x,y,y )] dx; 
Posons 

(13) M(r,y,y)f- X(*,y,ï = £ + J. /+ £>f + *'• 

a étant une fonction de x, y, y 1 et z une fonction de .r. 

Est-il possible de déterminer la fonction a de manière que 
l'équation de Monge (i3) provienne d'un système en involution 
ici que (7)? 

Pour la commodité des calculs, nous restreindrons la généralité 
du système (7), en supposant que X, jjl, v ne dépendent que de 
x, y, q; les conditions d'intégrabilitc deviennent 

(à\ . d\ dp. . dv __ 
dx dy ()q ' dq 

\ \ dy dx j \dx dq j 

On peut écrire autrement ces conditions, en prenant pour 
nouvelles variables x, y, y , le changement de variables étant 
défini parla relation 

la fonction F étant la fonction implicite définie par 

y ^\{x,y, q); 



on aura 



dF c>F dy _ olF ÔF dy' dF dy_ ' _ 

dx dy' dx ~~ ' dy dy' dy ~~ ' dy' dq 

Les deux conditions d'intégrabilité prennent la forme nouvelle 

dF t dF &p '^L- 

dx^ y dï^dï'^* d~?~° y 

05) I J 

\ y \dy"dx)dy y oy&p y y dy)dx %, dy-° 

et l'équation de .Mongc, du système (7), devient 
(16) s'=-y F(x,y,y') — ix — vy\ 



On aura donc, pour déterminer les fonctions X, ja, v et a, les con- 
ditions 

(l7) » A A 

| ,1 + vjr = !*<*,,.,)+ -g + gpjr, 

auxquelles il faut joindre les équations (i5). 
D'abord 

dF_(M d**^ dF dM d*% dF dM d'à 

dx ~~ dx dx dy' 1 dy ~~ dy dy ày' dy' ~~ dy' dy' 1 

et la première des équations (i5) s'écrit 

dM ,àM d*a , d*% dy. , <h _ 

( ' dx^ y dy dxdy' y dydy^'dy'^y dy~° 

et, en difTérentiant par rapport à y 1 la seconde équation (17), on 

obtient 

d\x , dn _àX à*<x da , d*a 

dy' "*~ 7 dy ■*" V ~ dy' " + " Hx~ly ^dy^y dydy' ' 

d'où, en tenant compte de (18), 

, , dM ,dM dX d* 

° 9) ^te+ydï+dï'+dï 

et, par suite, à cause de («7), 

, v v ,àM ,d\ ,âM da 

(20) [i = n — y - — y - — y*- — h — . 

' ^ J dx J dy J dy dx 

Si nous portons ces valeurs dans la seconde condition d'inté- 
grabililé (i5), nous obtiendrons une équation aux dérivées par- 
tielles du second ordre, définissant la fonction ^(j:,y,^), et que 
je crois inutile d'écrire. 

Soit 



/ , d* d**\ 

{*>*>?> dx' ••" 5^j = ° 1 



cette équation; si l'on en connaît une intégrale particulière 
a,(#, % J',.y), on en déduira X, uetv en fonction de x,j ',y, et l'on 
reviendra à jt,v< q, grâce à l'égalité 

Mx,y,q)=y- 
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On sera donc ramené à l'étude du système en involution (*j). 



111. 



Voici l'exemple annoncé dans l'Introduction. Soient les deux 
quadratures 

x=r du , \=r du > , 

J I -+- UU\ J l -h M I*i 

où u et U\ sont des fonctions arbitraires d'une même variable. 
Prenons u = x comme variable indépendante, et posons 



» 



\-^xu K *' 



y* étant la dérivée d'une fonction arbitraire y de x. Nous aurons 

ii i i y" 

ocy\ x x 1 x*y xy * 



i -h uu\ x % x* xy' 

D'où 

Si nous appliquons la méthode précédente, nous aurons 

__ dz i i (te i 

~~ d|/ x* ^p*^' ' dx x 1 

En portant dans la seconde condition d'intégrabilité (i5) il vient 



/ 2 iy'\ à** i d'à i 

'* l) \x*~ ~x*~) dy'*~~x*y' ôxdy' ~~ir* 



dyày' x*y' x*y' dy 



= o. 



On trouve aisément la solution particulière — » qui permet de 

supprimer le terme ne contenant pas de dérivés, soit-j— , ; dans la 

nouvelle équation, on aperçoit aussi la solution -£- -f- T-y\ où p 
est une fonction arbitraire de x ely. Supposons enfin que a ne 



- m — 

dépende pas de y; il vient 



dy* ôxdy 



ou, en posant ^ , = j3, 



'^'-^^^-^S -130 ' 



dont l'intégrale générale est 



Nous obtenons donc facilement pour a la solution très étendue 

mais nous n'avons pas l'intégrale la plus générale. Choisissons la 

y' 
solution la plus simple, soit a = — ; alors 
1 r x 

11 y' \ ri 

x x*y * x* x* J xy x 

et nous avons à étudier le système en involution 

' — !— + 2 

qx -i- i x(qx -h i) 



r H 1 : r = O, 



' 9 

S H = O. 



(aa) < 

/.+ 

\ qx -h i j- 

Appliquons à ce système la transformation d'Ampère, définie 
par les relations 

r = x u y=—q u z=y x q { — z u p= — p u q= — y x 

el prolongée au moyen des identités 

— r t dx x — «i dy x = /• dx •+- s dy, dy — — s x dx x — t x dy t . 
Alors 

S X 5? I 

*= -, /=-/•, H- -!, /--, 

'1 '1 'I 
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et le système (a**) devienl 

cl» ) *' l -*° l 

f r l -hs ï ^--i — ^-2 =o. 

Faisons encore le changement de variables 



_Y\ _ m m 

j*o — — • y'o — ***i ^*i • 5« - - " i 
nous obtenons 






\ '«> -s- -^r- - — t- : ~ °i 



( >-4 ) 

f 5y — O. 

y >. >'o 

La seconde éq nation du système (»{) donne d'abord 

où ç' est la dérivée d'une fonction arbitraire s de x ; dont- 

•i étant une nouvelle fonction arbitraire. 

Portons dans la première des équations (».{)• il vient 

On intègre facilement celte équation, dont la solution générale 
est 

•J= îC fy» — V / V„ lotf -j=^r lof! ( Y» — I » -r- C, , 

d'où _ 

c = 5^x„V>» — v^T* l £-7=^ loj:^' v — ii — <;,. 

En remontant la suite de* calruU, on trouve 
/Yx\ r / , \'f X Y.—\ . 



v ''i.vi — * 



— y = Vi = 7- ? ' ';. J v /-,.»-, ,-=--- ?(-)-— — ,l "- , — 



— J 10 — 

cl 



-HlogC^y, — i)— ^>/^^?(~) f 

ce qui fournît l'intégrale générale du système (2?.). 

Posons £l = a, a étant un paramètre; comme x = Xi, les ca- 
ractéristiques du système (22) sont 



/- r- I l 



log 



v* — 



I 



3-^ -1- f 



î u s x r i ^ l r 1 v * — » 1 , * 
5 = a* #9 (a) y* <?(*) xycL log — — h log(a:r* — i). 

2 * 2 a: /a -+- 1 

Posons enfin 

il vient 

1'/ X ' 1 X^OL — « 



y- lue — : y 

(1 r J) / v 

(5 = x[aL^\a) — <|>(a)] ar/alog — ^— h Iog(aa?*— 1). 
2 # / a ■+" > 

On obtiendra la relation qui unit .r et a en cherchant l'enve- 
loppe des caractéristiques, c'est-à-dire en différentiant l'une ou 
l'autre des équations (25) par rapport à a. On obtient (comme on 
peut le vérifier) le même résultat dans les deux cas, à savoir 

(a6) o = 4>"(«)-7 - Iog-^= + — -; 

4 a \ ar/a + i 2a(aa?*— 1) 

et les deux quadratures sont 

X=,, Y = l-lf-^. 
* x x âx ax 
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SUR LES SURFACES CUBIQUES AYANT UN AXE DE SYMÉTRIE TERNAIRE 

ET SUR LES SURFACES CUBIQUES 
POSSÉDANT DES POINTS A INDICATRICE DU TROISIÈME ORDRE; 

Par M. Du mont. 

L'équation générale des surfaces du troisième ordre possédant 
un axe de symétrie ternaire est 

(l) / + 3\)(x*+y*+z*)+Œ(xy+yz + zx)-i-{v(x-+-y-+-z)-hG = o, 

si ccl axe est la droite bissectrice du trièdre Qjrvz et 

( n ) h z*-+- 3 /.\c*-+- :i/:-l-/'+ 3 m (#*-h^ 2 ) z -+-/* j«(3^«— ./•*) -f- 3 q(.r*-hy*=u, 

ou bien 

( / ) S(mz -hpr -+- <y )j*-f- // <5 3 -f- 3 m x*z — px*-t- 3 A c*-+- 3 q x i -h 3/5 + r = o, 

si Taxe de symétrie est Oz et que Oy soit pris parallèle à l'une 
des directions asymptotiques des sections s=X). Ces équations 
sont à six paramètres, mais peuvent être ramenées à cinq par un 
transport de l'origine ayant pour effet d'annuler G ou ;\ 

Pour toute valeur z h de 5, on a une section dont les asymptotes 
forment un triangle équilatéral dont le centre est sur O^ et pour 
les trois valeurs de z racines de l'équation 



4 



(3) /* ^-4-3*3*-+- S/z-h r-h - t (mz + q )* r=- o, 

les sections sont des triangles A|B,C,, A 2 B 2 C 2 et A 3 B 3 C 3 dont 
les côtés sont trois à trois dans trois plans formant un trièdre. Par 
exemple les côtés A { B i9 A 2 B 2 , A 3 B 3 étant supposés ceux qui sont 
parallèles à Oy, sont dans un plan mz-\-px -+- q = o coupant Oz 

au point z = — - - par lequel passent aussi les plans 

(BiC,, BjCj.B^Cj) et (C 1 A„C Î A ! ,C 3 A 5 ). 

Les surfaces à axe de symétrie ternaire se présentent donc 

comme un cas particulier des surfaces possédant trois points en 

ligne droite tels que, pour chacun d'eux, le plan tangent coupe la 

surface suivant trois droites concourantes. Ici, ces trois points 

xxviii. 8 
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sont sur la droite de l'infini des plans perpendiculaires à Oz; en 
l'un d'eux concourent A, B,, À 2 B 2 , A 3 B 3 , en un second B t C<, B a C 2 , 
B3C3 et en un troisième Ci A|, C 2 A 2 et C 3 A 3 . 

Un point en lequel la surface est coupée par son plan tangent 
suivant trois droites concourantes n'a plus une indicatrice du 
second ordre, mais du troisième. 

Désignons un tel point par I 3 . On voit qu'une transformation 
homographique change la surface à symétrie ternaire en une sur- 
face possédant trois points [ 3 , en ligne droite, à distance finie. 
Réciproquement : 

Théorème. — Toute surface cubique possédant trois points I 3 
sur une droite d à distance finie, pour chacun desquels les trois 
droites du plan tangent sont réelles, peut être transformée 
homo graphiquement en une surface à axe de symétrie ter- 
naire. 

Soient I 3 , I' 3 , I* les trois points, a, b, c les droites du plan tan- 
gent en I 3 , a', b', c f et a", 6*, d 1 les droites analogues pour I', et I 3 . 
Chacune des droites de l'un des groupes coupe une de celles des 
deux autres groupes. Supposons que a coupe a' et a% que b coupe 
V et b" et que c coupe d et c n '. 

On peut d'abord transformer homologiquement de façon que 
les trois triangles (aa f a ,f ), (bb'b"), (ccc n ) deviennent équi la- 
téraux. Si, en effet, dans un plan P passant par d l'on décrit 
sur I 3 1 3 et sur I' 3 I 3 des segments capables de 6o°, puis que l'on 
prenne le point d'intersection O des deux arcs pour centre d'ho- 
mologie, que le plan d'homologie soit parallèle à la droite d el le 
paramètre de la transformation tel que la transformée de d soit la 
droite à l'infini du plan P, les droites concourant en I 3 , en I 3 et en 1* 
auront respectivement comme transformées des parallèles à 01 3 , 
à 01' 3 et à Ol 3 , c'est-à-dire des droites faisant entre elles des 
angles de 6o°. Par suite, les transformés des triangles (a a' a"), 
(bb'b"), {cc'c") sont des triangles équilatéraux, dont les côtés 
sont parallèles trois à trois et situés dans les trois faces d'un angle 
trièdre. Les centres des trois triangles sont d'ailleurs sur une même 
droite et l'on peut maintenant projeter de façon que, les trois 
triangles restant équilatéraux, la droite des centres soit perpendi- 
culaire aux plans des trois triangles. 



>- .-.» 
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Or, la surface obtenue ayant trois sections perpendiculaires 
à une même droite, qui possèdent la symétrie ternaire par rapport 
à cette droite, possède elle-même cette symétrie, comme on s'en 
assure aisément. 

Théorème. — Lorsqu'une surface cubique, sans point singu- 
lier, possède deux points 1 3 , elle en possède un troisième en ligne 
droite avec les deux autres. 

Soient J 3 , l' 3 les deux points supposés, «, />, c cl a', b\ c' les 
groupes de droites de la surface situées dans les plans tangents en 
ces points. Chacune des droites #, 6, c rencontre Tune des 
droites a\ b\ d\ supposons que a coupe a', que b coupe // 
et que c coupe c' et soient a" , b" et c" les troisièmes droites de la 
surface dans les plans {a a'), (b b') et {ce'). Elles doivent ren- 
contrer 1 3 1 ', au même point, sinon la droite F n T' :J aurait plus de 
trois points sur la surface et y serait tout entière. Mais alors les 
points I 3 , I3 par chacun desquels passeraient trois droites de la sur- 
face non dans un même plan, seraient des points singuliers, ce qui 
est contraire à l'hypothèse. 

Soit IJ le point où ci\ b" et c" coupent 1 3 1 *, . 

Ces trois droites sont, de plus, dans un même plan, puisque le 
point I3 est supposé non singulier. 

Une surface cubique peut posséder un quatrième point l :l . Elle 
peut même en posséder six répartis sur deux droites ne se coupant 
pas. Pour le voir, il suffit de remarquer que si Ton fait m = q = o 
dans l'équation (a 7 ), les trois sections réduites à trois droites sont 
formées de droites concourantes. 

On peut aussi remarquer que, si l'on prend les deux droites 
contenant les points I 3 (et supposées à dislance finie) pour arêtes 
x -=.y = o et ; = /-n du tétraèdre de référence et quatre des 
points I 3 pour sommets de ce tétraèdre, l'équation de la surface 
peut prendre la forme 

(4) xy(y — mx)+-s.st{t—pz) = 0. 

Théorème. — Une surface cubique possédant six points l 3 
répartis sur deux droites /.', / et tels que, pour chacun d'eux, 
les trois droites de la surface soient réelles, ne peut posséder un 
septième point \ :i satisfaisant à fa même condition. 



Soient lft, i\, IJ les points do /■', -h. J' s , JJ ceux de /. Prenons Ij, 
1!,, Jj et J'j pour sommets x =y=z z = o, ,r= i j' = t = o, 
5 = (:=ar = oet z = t =y = o du tétraèdre de référence. 

Si un septième point I n . (]tie nous appellerons i s , existait, des 
trois droites d, d', d" qui y convergeraient, chacune rencontrerait 
une droite de chacun des groupes concourant en I,, en ]' a et en I,. 

Supposons que d coupe 



que d' coupe 
et que d" coupe 



i.Ji, i;j; i;j;, 
i,j;. i;j; i;j„ 
i 3 j;, i;i, i;j;. 



d, d' et d" sont sur les hyperboloïdes H, 11' et H" définis respec- 
tivement par les trois ternes de droites correspondantes (Jig. i). 




Ces trois hjperboloïdes ont en commun les droites k et /- puis- 
qu'ils contiennent chacun trois points de chacune de ces droites. 
Mais ils contiennent aussi le point i, et par suite la sécante à A" et 
à / passant par ij, donc enfin un quadrilatère gauche, de sorte que 
ces trois quadrîques font partie d'un même faisceau avant pour base 
un quadrilatère gauche. 

Les trois hyperboloïdes ont pour équations 

(II) py;~mrt = o, 

(H') — pys -i-pma* -hyl = o, 

(11') mpzr — mrl ■+ yl = n. 



n 



- 121 - 



m 



Or, la droite^ = jjl.t, z = — /du premier esl sur le second si 

Ton a [x 2 — m[x -f- m' 2 = o el sur le troisième à la même condition. 
Cette équation n'a pas de racines réelles en ul, par suite les deux 
côtés du quadrilatère autres que Â* et /sont imaginaires et le point i 
n'est pas un point réel. 



COMPTES RENDUS DES SÉANCES. 



SfiAXCK DU 7 FÉVRIER IHOO. 



niKSIDKNCK DK M. TOUCUK. 



iM. Toi eu k fait la Communication suivante : 

Les équations de l'Hydraulique données par Lagrange. 

Lagrangc a, vers la fin de sa vie, publié quelques pages sur In 
Question du mouvement des fluides, et M. Joseph Bertrand a 
reproduit ses Notes à ce sujet {Mécanique analytique, par La- 
grange, 3 e édition, revue par M. Joseph Bertrand). La théorie de 
Lagrangc ne diffère guère de celle d'Euler que par les notations, 
mais nous avons pensé qu'il serait de quelque intérêt de déduire 
de ses équations les équations transformées que nous avons tirées 
de celles d'Eulcr. Lagrange ne considère que les fluides incom- 
pressibles. Les considérations qu'il a présentées ramènent au ré- 
sultat 

V* v \ !>/. 

m 



I » * *r 



<>1 



/*; ,. \ 1 >X 



\ ~7Tn 



dr- / \)z 



Rappelons, en quelques mots, la transformation que nous avons 
fait subir aux équations d'Eulcr. Nous avons considéré trois élé- 
ments égaux en longueur, ds suivant la courbe trajectoire, ds' 
suivant la normale principale à la trajectoire, ds" suivant la binor- 
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maie, puis rfa, l'angle de contingence de la irajecloire pour la 
longueur ds. 

Or, les équations (A), de Lagrange, sont rapportées à trois axes 
rectangulaires; nous pouvons choisir ces axes, celui des x paral- 
lèle à ds et les x positifs étant comptés dans le même sens que la 
vitesse positive, celui des y parallèle à ds'; alors celui des z est 

parallèle à ds". yr- est ce que nous avons appelé — -j- ; A est la 

densité de la masse que nous avons désignée par p ; X est la résul- 
tante des forces extérieures suivant Taxe des x et nous l'avons 
désignée par U. Donc la première des équations (A) peut, en con- 
servant les notations que nous avons employées, être mise sous 
la forme 

1 dp __ ri d % x 
p ds ~ ~ ~dt* ' 

d*x 
Pour voir ce que représente -37, > nous supposerons d'abord le 

mouvement permanent. Avant de considérer dx, élément de tra- 
jectoire, comme coïncidant avec ds* nous pouvons le considérer, 
toujours dans le plan de ds et ds' , mais seulement voisin de ds, 
appeler a l'angle qu'il fait avec Taxe des y, et examiner ce que 
devient dx, lorsqu'on le rapproche indéfiniment de ds de manière 
à le faire coïncider avec lui. On a 

dx = ds sinz. 

dx ds . 

-, = -r sin a: 
dl dt ' 

difleren lions, par rapport à /, 

d*x d*s . d% ds 

dt* dt 1 dt dt* 

à la limite, lorsque dx se confond avec ds, on obtient 

d i x _ d* s 
~dr- " 777*' 
Or, on a 

ds 

dt = ^ 
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d'où, en differentiant par rapport à s, 

d î s _ dv\ 
ds dt ds 

d*s ds dv\ 



- y 



dt* dt ds 

d*s __ dv x 
dt* "" t! ~ds~ 

j . d l s , d*x 

et, comme nous venons de voir que -7-r tend vers —r^> 

7 * a/* dt 1 

d*x _ dv\ 
~dt*~ Vx ~ds~' 

la première des équations (A) revient donc à 

l * = u - v <ti . 

p ds l ds ' 

nous retrouvons la première de nos équations générales du mou- 
vement des fluides transformées, dans le cas du mouvement per- 
manent. 

Nous avons de même 

dy = cota dx, 
dy dx 

d t y __ 1 dct. dx d*x 

rf?"~sli^ dt ~dt~*~ COl *~dï* ; 

si l'élément dx se rapproche indéfiniment de ds, il vient à la 

limite, 

d*y _ da ds 

dt* ~~~~dt TTt' 
d*y dt 

d*y ds dt 

~dt* — """» ~d\ 5^' 

d*y _ di 

— — = — v* — * 
dt* l ds ' 

la seconde des équations (A) revient donc à 

l££ = ir + „î£. 

p ds l ds 
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d*z 

Pour la troisième des équations (A) -^ est nul, car les diffé- 
rentielles des vitesses doivent être, comme les vitesses elles-mêmes, 
dirigées dans le plan osculateur, si Ton ne considère que le mou- 
vement permanent, et alors elles donnent, suivant la binormale, 
des projections qui sont des infiniment petits du second ordre. 

Nous retrouvons donc noire équation transformée 

L ÛE. = \j *. 

p ds' 

Nous avons aussi transformé l'équation de continuité d'Euler 
el nous sommes arrivés à une équation qui, réduite au cas d'un 
Huide incompressible, est 

dv\ 



ds ds' ds" 

dans laquelle oa est l'angle de contingence suivant ds' et S'a 
l'angle de contingence suivant ds". 

Celte équation est aussi donnée par Lagrange comme complé- 
ment des équations (À) ; il la donne sous la forme 

Ddx Ddy Ddz 

(B) T5F^-D^~KT = °- 

Si nous continuons à considérer les ax.es suivant ds, ds 1 \ ds" , 
nous ferons remarquer que, d'après les notations de Lagrange, 

-=r — est la variation de la surface de la section de. la petite masse 
D m , qui correspond à la variation de la vitesse i>, suivant l'axe des 

x et que, par suite, ce lerme représente -7 -; de même -pr-^est 

la variation de la même surface qui correspond à l'angle de con- 
tingence — -t-7 suivant ds' et -p— est la variation de celte surface 
et s u z 

qui correspond à l'angle de contingence — -%-„ suivante?/. Comme 

la surface de cette section est assujettie à être constante, il faut 
égaler à zéro la somme des trois termes, ce qui donne l'équa- 
tion (B) de Lagrange, laquelle n'est autre que noire équation de 
continuité transformée. 



•\ 
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SÉANCE DU 21 FÉVRIER 1900. 

PRÉSIDENCE DE M. POINCARÉ. 

Élections : 

MM. Servant, présenté par MM. Kœnigs et Borel, Perchot, 
présenté par MM. Kœnigs et Borel, Adhémar (vicomte Robert d'), 
présenté par MM. Picard et d'Ocagnc, Sparre (comte Magnus de), 
présenté par MM. L. Lévy et Borel, Vuibert, présenté par 
MM. Bioche et Borel , Hoffbauer, présenté par MM. Fontcné et 
Bricard, Saltykow, présenté par MM. Blutel et Borel, sont élus, à 
l'unanimité, membres de la Société. 

Communications : 

M. Torrès présente à la Société un appareil servant à la réso- 
lution de l'équation du second degré à coefficients imaginaires el 
indique comment on construirait des appareils pour la résolution 
des équations algébriques. 

• 
M. Touche fait la Communication suivante : 

Observations sur les équations de l'Hydraulique d'après Lagrange. 

Les équations générales du mouvement des fluides transformées, 
c'est-à-dire rapportées aux trois axes rectangulaires suivant ds< 
//s', ds", sont les mêmes que nous les déduisions des équations 
d'Euler, ou que nous le fassions de celles de Lagrange, à la condi- 
tion de nous borner au cas de la densité constante et du mouve- 
ment permanent. Mais, comme nous les avons dans ce cas, il est 
facile de les étendre au cas du mouvement non permanent, en 
s'appuyant sur le théorème de d'Alembert. En effet, dans le cas 
du mouvement permanent, nous avons obtenu, pour la premier*; 
des équations du mouvement des fluides transformées, 

i dp _. dv t 

et cette équation est celle que donne le théorème de d'Alembert 
pour le mouvement permanent. En effet, p étant la pression, dp 
doit être la différentielle de ^ r* ou c, dv K \ alors dv t est la diffé- 
rentielle de v, correspondante ù ds, espace parcouru dans le 
xxvm. 8. 
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temps dt; si, au contraire, le mouvement n'est pas permanent, en 
même temps que la différentielle dv K correspondante à l'aug- 
mentation de vitesse pour l'espace ds parcouru dans le temps dt, 
il faut considérer une différentielle d!v K de p<, qui a lieu pendant 
le même temps dt et qui est due à l'augmentation de vitesse, au 
point À, origine de ds; la différentielle de jf* est alors 

et il nous vient alors 

î dp _ ÎT dv { __ d Vi 

p ds ~~ f ds ~~ l ds 

ou bien 

<■> îî- d —$-£- 

Nous retrouvons ainsi la première équation que nous avions 
obtenue en transformant les équations d'Euler; seulement nous 

mettons en évidence la signification des dérivées —r- et —rri sous 

° ds dt ' 

cette nouvelle forme, on voit bien que d! v y peut avoir toutes les 
valeurs possibles pour une valeur déterminée de dv s . 

Nous pouvons développer le terme -jp suivant la série de Mac- 

laurin et en appelant /(o) la valeur initiale de ~-j^ ? /'(°) ^ a valeur 

initiale de -j—j/^o) celle de -j-j- ! > ..., on aura, à un instant 
quelconque, 

^ =/(o) + tf(o) + ^/» + . . . 

et dans chaque cas particulier de mouvement non permanent, il 

faudra tenir compte des dérivées de divers ordres de —-£ qui ne 

sont pas nulles. 

Nous pourrions obtenir de la mérrie manière la deuxième des 
équations générales du mouvement des fluides transformées; nous 
retrouverions l'équation tirée des équations d'Euler 

/ \ l dp TT , doL X , dot 

nous remarquerons que les différentielles dot. ettfa, sont suffisam- 



\ 
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ment indiquées séparément et, par suite, qu'il n'y a aucune néces- 

silé de modifier l'équation (2). Nous observerons seulement que - , - 

peut être développé suivant la série de Maclaurin, comme nous 

L'avons fait pour -j£ dans l'équation (1). 
L'équation 

reste la même. 

Dans l'équation de continuité transformée 

1 dv\ 8a 8' a 



= o 



s?x ds ds' ds" 
si l'on passe du mouvement permanent au mouvement non 

permanent, —^ doit être changé, d'après ce que nous vu, en 

dv\ dv* . dv\ 1 cFvi a 1 dv* , . ,,. 

—r- H — -r 1 ' par suite en -3 — -7- et —■ doit 1 être en 

as ds r ds <>i dt v x ds 

d-, 
il ë + ^ ^dT' de même 2? doil êlre chan & é en 3? + -3T el 

// A ri 

c'a 8'* , 3F ¥ 4 1 rf'p, ds~' d? 

-tu en -r, H r-— • Les termes -= ~-rr> — -77— et — ->-- peuvent 

ds ds dt v\ dt dt dt r 

être développés suivant la série de Maclaurin. 

Le but que nous nous proposons, c'est d'établir les équations 
d'une courbe trajectoire, ce qui résoudra le problème. Dans le 
cas où la trajectoire n'est pas une courbe fixe, nous considérerons 
la vitesse en un point A; nous prendrons dans la direction de cette 
vitesse une longueur AB égale à ds; ensuite, dans la direction de 
la vitesse au point B et au même instant, une nouvelle longueur 
égale à ds et, en continuant ainsi de suite, nous obtiendrons ce 
que nous appellerons une trajectoire instantanée. Nous établi- 
rons d'abord les équations d'une courbe trajectoire, pour le cas 
des fluides incompressibles et du mouvement permanent. Nous 
étendions ensuite ces équations au cas du mouvement non per- 
manent et des fluides compressibles, en suivant la méthode em- 
ployée pour le calcul des mouvements des corps célestes, c'est- 
à-dire en dirigeant le calcul de manière à considérer des termes 
qui peuvent être négligés, en conservant une approximation suffi- 
sante. 
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SÉANCE DU 7 MARS 1900. 



PRESIDENCE DE M. MAURICE D OCAGNE. 

Communications : 

M. André : Sur la comptabilité des systèmes de jeux en 
escrime. 

MM. Borel et Landau présentent quelques observations à 
propos de la Communication de M. André. 

M. Ferber fait la Communication suivante : 

Application du symbole des déterminants positifs. 

Comme application de la théorie des déterminants positifs qui 
a paru dans le Tome XXVII du Bulletin, nous donnerons aujour- 
d'hui deux formules. La première doone la somme des puissances 



jèmes 



des n — i premiers nombres au moyen de la résolution en 
nombres entiers positifs de l'équation 

Soit 5,, s 2 , . . ., s<j une solution (*) de celte équation, nous for- 
mons le déterminant positif 



i 

i 



i 
i 



Ir' 



I 
I 



*r» 



$î 



... , 



Si 



I 



I 



*r» 



que nous convenons de développer seulement par lignes et qu'on 
peut écrire plus simplement ( 2 ) 



Sil s t \ 



( ' ) 9 est toujours < p naturellement. 

( 2 ) Voir le Bulletin, Tome XXVII, page 285. Rappelons que toutes les fois que 

a colonnes sont égales, la factorielle — j- est sous-entendue, de sorte que, par 



exemple, 



I I 




i i 


î 


rr i! 


=«» 


7\ a"! 


~4 



et 



2! 1! 1! 



3 
2 



I 
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F 

nous le multiplions par la factorielle — — - — — -lyi — -— - qu'on 



a.+- r 



peut écrire plus simplement (') - j — et nous ajoutons au- 
tant de termes semblables qu'il y a de solutions dans l'équation (i) 
pour trouver la somme cherchée ( 2 ). 
Par exemple la somme des carrés est 



a! 



n(n — i 



•2! 



" 3! 



1 1 
7Ï ?! 



la somme des cubes 



3! 



1!" 



3! 



3! 



n 



31-1 



3! 



1 1 
il il 



la somme des quatrièmes puissances 



3! 



n 



v 1 — 1 



4 



1 1 1 

Tî 71 T\ 



1 1 



n 



îi-i 



•2! 



4! 



4' 



4! 



^31-1 

n v-i 



4 



! 



I I 

TT TT 
1 1 1 



4! 



"TT 



1 1 



•2! «2! 



t i» 



i: I! 



41 l'Hl 

3! 



I I I I 

H Tî TT TT 



Cette formule se trouve en sommant — = ot directement et 

par itération. En effet l'itération, qui est l'opération /[/(•••/(•*')]]] 
ou y^J, peut donner des intégrations aux différences finies. En 
voici un autre cas. Faisons fx = x -f- Tîpa;, itérer fx c'est alors 
chercher successivement 

X x =z Xq-l-VïTo, 



x n = .*:„_,-+- -©(#„_,), 



\x 



c'est-à-dire intégrer — = 'f(x) pour A* = t et à partir de / = o 
jusqu'à t = m. 



(') Kn employant la notation de Van der Monde. 

( 2 ) En fait, pour le calcul, les déterminants se développent très simplement et 
se réduisent à des monômes; mais, en les laissant sous leur forme primitive, ils 
facilitent l'exposition de la formule suivante. 
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Voici la formule qui donne x n 



x n = x + nT<p(rr ) 



n 



îl-i 



•z l ^x D(fx 9 






n 



31-1 



» 1 » 



3Î 



CD 



CD 



3! 



3! 



>D ? d| ? ] 



/i 



Vl-I 



4' 



cpD cpD 9 D cp I 



Les délermirlants positifs (') formant le coefficient de t^" 1 "' 
contiennent des exposants qui sont encore des solutions de l'équa- 
tion (i), les factorielles en n sont les mêmes que précédemment; 
les deux problèmes sont analogues. 

Cette formule contient naturellement le développement de 
Taylor; en effet, passons aux différences infiniment petites en 
faisant n-r = const. = £, puis t = o, n = oo, il reste 

t* t* 

X = X -4- *O2r H : «p Da7 -h — ( 9 D«p D<? -4- . . . , 

ce qui est bien le développement en série par la formule de Taylor 
de la solution de dx = yx x dt. 

Pour obtenir x„ il suffirait évidemment de chercher j > 

mais le calcul devenant rapidement inextricable nous avons cherché 
directement x n en appliquant le procédé indiqué dans les Nou- 
velles Annales de novembre 1898. 



SÉANCE DU 21 MARS 1900. 



PRESIDENCE DE M. ANDRE. 



Communications : 

M. André : De l'organisation des assauts complets. 

M. d'Ocagne : Sur un problème d'analyse combinatoire. 

(') Ces déterminants, qui sont à développer par lignes, sont symboliques et 

D 3 D 2 
donnent naissance à des termes de la forme ? 3 77 ? 7 — : 9 qui indiquent l'opération 

• 2 . 

D 3 r d 5 1 

9 3 x -rj I c?*x — j-(cp) I- L'opération faite, on remplace, dans les 9, x par x 9 . Voir 
le Bulletin, Tome XXVII, page 288. 
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M. A. Tresse fait la Communication suivante : 

Sur les propriétés projectives des coniques. 

M. Leaii a récemment démontré (*), par une voie élémentaire, 
que la perspective d'une conique est une conique; sa mélhode 
suppose connus les théorèmes de Dandelin , qui permettent 
d'étendre aux coniques les propriétés des pôles et polaires, éta- 
blies pour la circonférence. 

La brève esquisse qui suit a pour but de montrer que, dans le* 
éléments, on peut arriver simplement au même résultat, dès que 
sont établies les propriétés fondamentales des tangentes et parti- 
culièrement la suivante : La portion d'une tangente mobile à 
une conique, comprise entre deux tangentes fixes, est vue d'un 
Joyer sous un angle constant. 

Sans présenter la valeur scientifique des articles ordinaires du 
Bulletin, les lignes qui suivent intéresseront peut-être ses lec- 
teurs, et, parmi eux, les professeurs. 

Problème. — Construire une conique dont on connaît les 
positions Ox, Oy des deux axes, un point M et la tangente 
en ce point. 

Soient T, T ; les intersections de la tangente avec Ox et Oy, 
fi et N' celles de la normale en M avec les mêmes axes. 

Si F, F' sont les foyers, situés sur Ojf, d'une conique cherchée. 
les bissectrices de l'angle en M du triangle MFF' sont MT, MN 
et rencontrent Oy, perpendiculaire sur le milieu de FF', en des 
points T' et N' situés sur le cercle circonscrit à MFF'; F, F' sont 
donc donnés par l'intersection de Ox avec le cercle circonscrit 
au triangle MT'N'. 

On peut répéter la même construction sur Oy; mais le point O 
étant dans un seul des angles formés par MT et MN est intérieur 
à une seule des deux circonférences MTN, MT'N', la construc- 
tion réussit dans un seul cas. 

Une conique étant définie par deux foyers et une tangente, le 
problème admet, les cas évanouissants laissés de côté, une solu- 
tion et une seule. 



(') Bulletin de la Société Philomathique de Paris, 9* série, t. I, n°2, p. 87. 
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Le.mme. — ■ Si un segment PQ et une droite A est vu d'un 
point fixe F sous un angle constant, il existe deux points 
fixes AetB sur la droite, tels que AP.BQ soit constant. 

Car soient A et B les positions respectives de P et de Q quand 
FQ et FP se placent sur Fx parallèle à A, c'est-à-dire soient 

(FP, FQ) = (FÂ^A) = ( VFB) ; FA et FB sont symétriques par 
rapport à Fx et à sa perpendiculaire Fy, soit FQ' la symétrique 
de FQ. 

On a 

( FF, A) = ( FQ, FB) = ( FA, FQ) 
ou 

(PF,PQ') = (FA,FQ'), 

et, par suite, la circonférence passant par P, F, Q' est tangente 

à FA, de sorte que 

AI\AQ' = AF* 
ou 

AP.BQ = — ÂF*. c. Q. F. D. 

On en déduit immédiatement : 

Théorème 1. — Les segments AP, BQ interceptés, à partir 
des points de contact A, B, sur deux tangentes parallèles fixes 
AT, BT' d'une conique à centre, par une tangente mobile PQ, 
ont un produit constant. 

Car, si l'on mène, par un foyer F, la parallèle Far aux tangentes, 

on sait que 

(FP, FQ) = (FA,F.r) = (F.r, FB). 

Si FB, FQ rencontrent AT en B, et Q l? on a donc 

AP.B|Q| = const.. 
d'où 

AP.BQ = const. 

Corollaire. — Les segments AP, AP' interceptés, à partir 
du point de contact A, sur une tangente fixe d'une conique à 
centre, par deux tangentes parallèles variables, ont un pro- 
duit constant. 

Car, avec les notations précédentes, AP' = — BQ. 



% 
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Réciproque du théorème I. — Si une droite mobile PQ in- 
tercepte, sur deux parallèles fixes AT, BT' à partir des ori- 
gines fixes A et B, deux segments AP, BQ dont le produit soit 
constant, elle enveloppe une conique; et cette conique est tan- 
gente en A et B aux droites AT, BT'. 

Soil 

(!) AP.BQ = Â-, 

et soit O le milieu de AB. 

Construisons d'abord sur AT deux points K, R', tels que OR, 
OR' soient rectangulaires et que 

AR.AR' = — k. 

Pour cela, si k < o, on prend sur AT 

AC= — AC' = |/=7, 

et il suffit de prendre pour OR, OR' les bissectrices de l'angle 
COG. 

Si k > o, on prend sur la perpendiculaire en A à AT 

AD= — AD'= /*, 

et il suffit de prendre pour R et R' les intersections de AT avec la 
circonférence circonscrite à ODD'. 

Cela fait, considérons la conique Y dont les axes sont placés 
sur OR, OR' et qui est tangente en A à AT (problème). 

R et R' sont les intersections, avec AT, de deux tangentes de 
cette conique, lesquelles sont parallèles, comme symétriques de 
AT, par rapport aux axes ; et comme 

AR.AR • = — A, 

toutes les tangentes à Y (théorème I et son corollaire) sont des 
droites mobiles PQ. 

Enfin, comme par un point quelconque P de AT on ne peut 
mener, d'une part, qu'une tangente à Y distincte de AT; d'autre 
part, qu'une droite mobile PQ, toute droite PQ est bien tangente 
à T. c. Q. F. o. 
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Remarque. — Du théorème I et sa réciproque résulte, en 
presque toute généralité, et très simplement, que la perspective 
d'une conique est une conique. Il suffit que Ton puisse mener à 
la conique deux tangentes parallèles à la Hgnt de fuite. 

Pour ne laisser échapper aucun cas, il n'y a qu'à généraliser ce 
qui précède. 

Théorème II. — Soient SA, SB deux droites fixes tangentes 
en A et B à une conique; P, Q leurs points d* intersection avec 
une tangente mobile de la conique; le produit 

AP BQ 
SP'SQ 
est constant. 

En effet, soient F un foyer de la conique, AO, B6' les paral- 
lèles à FS menées par A et B, P' et Q' leurs intersections respec- 
tives avec FP, FQ; on sait que 

(FP, FQ) =x (FA, FS) = (FS, FB). 

Donc, comme dans le théorème I, 

AP'.BQ' = r.onst. 



Or, 



Donc 



AP BO 

AP'=SF.gp et BQ'=SF.£> 



AP BQ 

(2) SP'S?^ = rons1, C.Q.F.D. 

Remarque. — Si la conique est une parabole, dans une po- 
sition particulière de l'angle (FP, FQ), FPet FQ sont respective- 
ment parallèles à SA et SB, auquel cas on a 

AP'=SF, BQ'=SF. 
La valeur constante du produit est donc C unité. 

Corollaire. — Si une conique à centre est inscrite dans un 
parallélogramme SaT(3, la droite qui joint les contacts A, 13 
de deux côtés Sa, Sjî issus d'un même sommet S, est parallèle 
à fa diagonale a|3 qui ne passe pas par ce sommet. 



fc 
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Car, en amenant la tangente mobile dans les deux positions 
aT, (ÎT, on trouve, en appliquant le théorème, 



Sa ~~ S|3 



ce qui exprime que AB et a{3 sont parallèles. 

Réciproque du théorème II. — Si une droite mobile PQ ren- 
contre les côtés SA, SB d'un triangle SAB en des points P, Q, 

tels que le produit 

A P BQ 
SP ' SQ 

soit constant, elle enveloppe une conique ; et cette conique est 
tangente en A et B aux droites SA et SB. 

Soit k la valeur constante du produit ; si À* ^é 1 , prenons sur SA, 
SB, les points a et j3, tels que 

(3) A -sï-sp' 

et construisons le parallélogramme S aTjî. Il existe (réciproque 
du théorème I) une conique T ayant son centre au centre du pa- 
rallélogramme, tangente à SA en A, et à sa parallèle (3T et enfin 
tangente à une troisième droite S [3. Cette conique est manifeste- 
ment inscrite dans le parallélogramme; et elle touche S (3 en B, 
AB étant, d'après (3), parallèle à la diagonale a(J. 

La droite aT étant une tangente particulière de T, parallèle 
à SB, avec la condition (3), toutes les tangentes à F sont, d'après 
le théorème II, des droites mobiles PQ; et, comme plus haut 
(réciproque du théorème 1), toute droite PQ est tangente à T. 

c. Q. F. D. 

Si k = î , on prendra pour conique T la parabole tangente en A 
et B à SA et SB. Toute tangente à T est encore une droite PQ et 
réciproquement. c. q. f. d. 

Théorème III. — La perspective d* une conique est une autre 
conique. 

Conservons, en effet, les notations du théorème II, et dési- 



> 



or 

n 
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nons la perspective d'un point P par la lettre accentuée P'; la 
droite SA et sa perspective S'A' se coupent en un point a; si co est 
le point de vue, le faisceau de quatre droites <o S, wA, o>P, tua, 
coupé parles transversales SA, S'A', donne 

AP S_a _ AT S'a 
Si 7 Ai _ SI" 'Ai 
ou 

VI 1 ' AI* 

sT^sp xconsU 

De même pour SB. Si donc on considère la conique T comme 

l'enveloppe de ses tangentes PQ, la relation (2) (théorème II) 

donne 

AP' B'Q' 

s 7 r's 7 ô' = oonsL ' 



V 



c'est-à-dire (réciproque II) que les projections des tangentes à V 
enveloppent une conique P'. c. o. f. d. 

Conclish». — Dans tout ce qui précède, une conique est 
considérée comme l'enveloppe de ses tangentes, chacune de ses 
tangentes étant définie par les deux segments AP, BQ qu'elle in- 
tercepte sur deux tangentes fixes AT, BT' à partir de leurs points 
de contact A, B. 

On peut, de même, se placer au point de vue ponctuel, et, con- 
sidérant toujours deux points fixes A, B de la conique et leurs 
tangentes AT, BT', définir un point quelconque M de la conique 
par les segments AP 1? BQi, qu'interceptent respectivement sur 
AT et BT' les droites BM et AM. La position de M, point de con- 
tact d'une tangente, étant définie par le corollaire du théorème II, 
on retrouve, pour P f etQ,, les relations (1) et (2), et l'on peut ré- 
péter, presque mot à mot, tout ce qui a été dit. 

On arrive ainsi, sans s'écarter d'un ordre d'idées très élémen- 
taires, aux propriétés des faisceaux et divisions homographiques, 
propriétés qui ont constamment inspiré ces lignes, ce qui n'aura 
pas échappé au lecteur. 



N 



EXTRAIT DES STATUTS ET DU RÈGLEMENT. 



La Société mathématique de France a pour objet l'avancement et la propa- 
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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS. 



SUR UN EXEMPLE D'APPROXIMATIONS SUCCESSIVES DIVERGENTES; 

Par M. Lu île Picard. 

J'ai signalé autrefois un exemple curieux d'approximations suc- 
cessives divergentes fourni par l'équation 

0*u Vit 

où F(m, x y y) est une fonction positive et croissante de m, quand 
(x,y) est dans une certaine région du plan. Etant tracée dans 
cette région une courbe fermée C, il existe une intégrale continue 
et une seule satisfaisant à l'équation précédente et s'annulant 
sur C. Si l'on cherche à obtenir celle intégrale, en procédant par 
approximations successives et formant les équations 

Am, = F(o, x,y\ 
A/i t = F(u u x,y). 



Aa„= F( /*„_!, ï, y), 



tous les u s'annulant sur C, on reconnaît que les u à indices im- 
pairs forment une suite croissante tendant vers une limite, et que 
les u à indices pairs forment une suite décroissante tendant vers 
une autre limite qui peut être différente de la première. Si Ton 
admet que W2//+1 et "2/* convergent uniformément vers leurs 
limites u et v, il est presque immédiat que l'on a 

Ait = F(e, x,y\ Ae = F(a, sr, y). 

Est-il possible d'établir que les // d'indices impairs, et les U 
d'indices pairs convergent uniformément vers leurs limites? J'ai 
examiné sommairement ce point, pour le cas analogue au précé- 
dent d'une équation à une seule variable, dans une Note des 
Comptes rendus {\.\ février i8<j8); c'est celte Mole que je vais 
d'abord développer, et j'indiquerai ensuite les remarques failes 

XXVIII. 9 
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cet été dans mon Cours pour le cas d'une équation à deux va- 
riables. 

1. Considérons donc d'abord l'équation 

où/est une fonction positive et croissante de y, quand x varie 
entre a et b (a < b). Prenons d'abord l'équation trrs simple 

S -/<->■ 

où /(x) désigne une fonction continue de x et de signe constant 
dans l'intervalle (or, b) et formons l'intégrale y de cette équation 
s'annulant pour x = a et x = b. Au lieu de lui donner la forme 
élémentaire classique, écrivons-la avec M. Burkhardt (Bulletin 
de la Société mathématique, 1894) sous la forme 



y(*) = -f G(*,g)/(È)* 



où la fonction G, sorte de fonction de Green relative à l'intervalle 
(a, 6), est définie parles égalités 

G (- r >?>=- — b^h — ' i )0ur £<*' 

r. , >^ (b — £)(x — a) > 

G(ar, J)=- 'gzTH P° ur 1 >X ' 

Il est facile de voir que si a désigne un npmbre positif fixe 
entre a et 6, on peut trouver un nombre positif [x dépendant uni- 
quement de a, b et a [non def(x) et de x], tel que l'on ait 

G(*,5)<I*G(«,6). 

Pour l'établir, il suffit d'examiner successivement les diverses 
dispositions de a, x et ç dans l'intervalle (a, 6). Ainsi, soit 

on aura 

c(.,t)- ( *-V><'-«> . 

e> — a 
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L'inégalité précédente devient 

x — a < fi(a — a). 

h _ n 

Elle sera vérifiée si u est supérieur à • Avec loule autre 

r r a — a 

disposition de a, x et Ç, on trouve de même un nombre \l conve- 
nable; le plus grand de ces différents nombres convient à notre 
objet; il dépend seulement de a, b y a. 

Ceci posé, si Ton revient à la fonction y(x), on aura évidemment 

\y{r)\<\L\y(*)\- 

2. Formons maintenant les diverses équations 

TET =/<■"-*>' 



S =/<>«- ')■ 



Pour une valeur, quelconque d'ailleurs, donnée à x 

tendent vers une limite par valeurs croissantes; d'autre part 
tenaient vers une limite par valeurs décroissantes. On a 

et par conséquent, d'après la remarque précédente, 

\y*(x)— y*-i(T) { < \i\yn(*)— yn-\(*)\- 

Ceci montre clairement que, pour une même parité de /i, la 
fonction y,i{x) tend uniformément dans V intervalle (<7, b) 
vers sa limite, puisque la série de terme général 
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converge comme la série de terme général 

3. Il est donc bien établi que les approximations successives 
nous conduisent à deux fonctions w et ^ satisfaisant aux deux 
équations 

3£î = /(">*)> 3^ =/(">*)< 

u et v s 'annulant pour x = a et x = b. 

Nous savons, d'autre part, qu'il existe une intégrale et une 
seule y de l'équation 

s'annulant pour x = a et x = b; c'est ce qui résulte de mes 

recherches antérieures. Je veux ajouter une remarque relative à 

la position de y. Je dis que l'on a (pour toute valeur de x entre 

a et b) 

u<y<v, 

ou, en d'autres termes, que V intégrale y est intermédiaire entre 
u et i>. 

Pour le démontrer, il suffit d'examiner les différentes circon- 
stances qui pourraient se présenter s'il en était autrement. Suppo- 
sons, par exemple, que Ton ait la disposition de la fig. i > 

Fig. i. 




où y rencontre u en un point a. Entre a et 6, on a 



Or on a 



v > u >y (y, u et v sont négatifs). 



Le second membre est négatif dans (a, b). Donc y — u qui 
s'annule en a et b devra être positif d'après cette équation ; nous 
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arrivons ainsi à une contradiction. On verra tout aussi aisément 
que Ton arrive dans tous les cas à une absurdité, sauf si Ton a la 
fig. 2, 011 y est constamment entre u et v. 

Fig. 2. 




4. C'est dans le cas particulier de l'équation 



d*y 

dx* 6 ' 

que j'ai montré (*) que les deux limites u et v étaient distinctes 
quand l'intervalle (a, b) est assez grand. On peut évidemment 
donner une autre forme à ce résultat. Laissons l'intervalle (a, b) 
fixe, et envisageons l'équation avec le paramètre positif k 

d*y 
Si Ton fait croître À* à partir de zéro, on a d'abord 

A partir d'une certaine valeur k de À% u cesse d'être égale à v> 
et y est intermédiaire entre ces deux fonctions. Il y a là quelque 
chose d'assez curieux. La fonction^, pour une valeur fixe et arbi- 
traire d'ailleurs de x entre a et 6, est manifestement une fonction 
analytique de k pour toute valeur positive de k. Tant que u et u 
coïncident, elles sont identiques à y et sont par suite des fonc- 
tions analytiques de À*, mais, au delà de À* , on peut se demander 
quelle sera la nature de u et de v regardées comme fonction de k; 
elles ne seront certainement pas le prolongement analytique de la 
fonction y, car alors elles coïncideraient. Elles peuvent repré- 
senter, au delà de k 09 des fonctions analytiques de A*, qui ne 
seraient pas susceptibles de se prolonger analytiquement en deçà 

(') Comptes rendus (1894) et Traité d'Analyse, t. III, p. 147. 
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de À'o, oh bien encore elles pourraient être des fonctions non 
analytiques de k. Cette étude présenterait peut-être quelque 
intérêt (*). 

5. Il faut examiner maintenant le cas de l'équation aux déri- 
vées partielles 

Au =/(i/, x,y), 

pour établir la convergence uniforme des // d'indices pairs et des 
u d'indices impairs vers leurs limites respectives. Je ne traiterai 
pas le cas général, et je vais supposer que /, regardée comme 

fonction de x et y, soit seulement fonction de \/x' 2 -hy 2 , le con- 
tour C étant supposé une circonférence ayant son centre à l'ori- 
gine. 

Commençons par étudier l'équation 

bu=f(x,y), 



/ne dépendant que de ^x 2 -hy' 2 et ayant un signe constant (soit 
le signe plus) dans C. L'intégrale u de l'équation précédente s'an- 
nulant sur C est donnée par la formule 

G étant la fonction de Green relative à C et au point (x^y); u est 

négative et ne dépend que de r = \Jx 2 -^ry 2 ^ d'après l'hypothèse 
faite sur/. Je dis que la plus grande valeur absolue de u corres- 
pond à x =y = o. En effet, si le minimum de u n'avait pas lieu 
pour x =y = o, il y aurait certainement, u ne dépendant que 
de /*, des valeurs de (x,y) dans C pour lesquelles u passerait par 
un maximum. Or ceci est impossible, car, pour une telle valeur, 
on aurait 

ce qui est incompatible avec 
oiif(Xjy) est toujours positif. 



4 

(') On trouvera encore posées d'autres questions concernant les approximations 
successives à la fin de ma Note des Comptes rendus (i$ février 1898). 
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Si maintenant nous revenons aux approximations successives, 
il est clair que 



sera maximum pour.z=:y = o. La convergence uniforme dans 
le cercle C de u H (x, y) vers sa limite, pour une même parité de /i, 
en résulte immédiatement, puisque la série donnant la limite 
cherchée se compare immédiatement à la même série pour 
x=zy=zo; celle valeur particulière joue ici le même r<Me, et 
dans des circonstances plus simples, que jouait tout à l'heure 
x = a. 

Il resterait à examiner le cas où/(*/, x 7 y) ne dépend pas seu- 
lement de y/j? 2 -h v*. Il n'est pas douteux que, dans ce cas aussi, 
on a les convergences uni/ormes vers les deux limites, mais la 
démonstration rigoureuse semble devoir entraîner à quelques lon- 
gueurs et se présenter moins élégamment que les précédentes; je 
ne m'y arrêterai pas. 

SUR LE CENTRE DE GRAVITÉ D'UN QUADRILATÈRE; 

Par M. F. Caspàhy. / 

1. M. INIannheim vient d'énoncer (Bull, de la Soc. A/alh., 
t. XX VU, p. 1^8) le beau théorème suivant, relatif au centre de 
gravité d'un trapèze : AB, CD sont les côtés parallèles d'un tra- 
pèze; par les extrémités G, D du plus petit de ces côtés, on 
mène des parallèles aux diagonales du trapèze; ces droites et 
le côté AB prolongé forment un triangle dont le centre de gra- 
vité coïncide avec celui du trapèze. 

D'après ce théorème, le centre de gravité du trapèze coïncide 
avec le centre de gravité du triangle PUS, P élant le point d'inter- 
section des parallèles aux diagonales AC cl BD du trapèze ABCD, 
et B, S les points où le côté AB prolonge coupe les droites PD, 
PC. 

2. Je fais remarquer que le centre de gravité du trapèze ABCD 
coïncide aussi avec le centre de gravité du triangle PABet que le 
même théorème subsiste encore pour un quadrilatère quelconque. 

On peut démontrer très aisément ce théorème et quelques autres 
analogues, à l'aide des notions et formules de mon Mémoire : Ap- 
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plications des méthodes de Grassmann. Centre de gravité d' un 
quadrilatère et d'un pentagone {Nouvelles Annales, 3 e série, 
l. XVII, 1898, p. 38g). 

Soient A l? A 2 , A 3 , A t les quatre sommets d'un quadrilatère 
quelconque, O le point d'intersection des deux diagonales A f A 3 
et A 2 Ai ; M| 2 , M 23 , ... les milieux des côtés A 1 A 2 , A 2 A 3 , ... ; 
M l3 , M 24 les milieux des diagonales A 1 A 3 , A 2 A 4 . Si l'on mène par 
les sommets opposés A t et A 3 deux parallèles à la diagonale A 2 A» 
et par les deux autres sommets opposés A 2 et A4 deux autres 
parallèles à la diagonale A f A 3 , on obtient un parallélogramme 
dont M' l2 , M 23 , M 34 , M' 4I sont les sommets et où le point M\ 2 est 
le point d'intersection des parallèles menées par A 3 et A», ... 
(voir p. 396 et 397). De même on obtient les points M 24 et M |S , 
si Ton construit sur la diagonale A, A 3 le point M'. 2% et sur la dia- 
gonale A 2 At le point M' l3 , de telle façon que A l O = M' 24 A 3 et 
A 4 = M' 13 A 2 . Ces six points M' lm se construisent aussi immédia- 
tement par les relations OM/*= M/*MJ m , où les quatre indices i % 
A*, /, m désignent, dans un ordre quelconque, les quatre indices 
1, 2, 3, 4- 

Au mojen des formules (2), (7) et (8) de mon Mémoire précité 
(p. 393 et 396), le centre de gravité G du quadrilatère h x A 2 A 3 A 4 
et les points M' im s'expriment ainsi : 

(1) 3G = A,-4- A,-4-A,-+- À*— O, 

• o\ M' a _i_ a n /*', A, /, m = i, s, 3, 4\ 

<*) M„ w =A,+ A^O { i^ k9 , lAm Y 

Par conséquent, on a 

(3) 3G = A / -hA,„- + -M;„ ï , 

(4) 3G = ai;*-+-m;„,-4-o, 

On a dès lors le théorème suivant : 

I . Les 1 2 triangles A/ A m M' im et W ik M' im O (1 , fc, /, m =t 1 , 1 , 3 , 4 ; 
i -y£ h j£ l j£ ni) ont le même centre de gravité; celui-ci coïn- 
cide avec le centre de gravité du quadrilatère A f A 2 A,A| (•). 

»l^ — 1 — — - I I ■ ■ I M 

(') Comme le centre de gravité des 6 triangles A i \ m M/ /n est situé sur les 
segments M, M M/, M , la première partie du théorème précédent n'est qu'un énoncé 
modifié des théorèmes V et VI de mon Mémoire précité. 




O) 
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3. La formule (î) donne naissance encore à d'autres construc- 
tions du centre de gravité d'un quadrilatère. 

Si Ton mène, par les points M' l2 et M 31 , des parallèles aux 
côtés A,A 2 et A3A.11 de façon que M' I2 K.« = A, A 2 = K 2 M' I2 et 
M 3I K 3 =: A 3 A.t== K 4 M' 3 j, on a 

j K|-M' I1 =A 1 ^.A I = M' I1 -K 8> 

< K,-M' 34 =A*-A 3 =M Î4 -K H 
ou 

Ki= M' M -4- A 2 — A, = — A,-4- A 1-4- A 3 +- A 4 — O, 

\ K,= M',, — A,+ Ai= Ai— A» -h Aj-t- A*— O, 

j K 3 =M' 34 h-A> -A,= A,-+-A t -A 3 H-A v -0, 

( Ki=>r,*-A 4 -4-A3=ï A,^Ai-+-A 3 -Av"0; 

donc 

(6) K/H-aA/=» K A + aA<=3G («, K= 1, a, 3, 4) 
ou 

(7) K/-K*=a(Ait— A/). 

II. Si l'on mène par les points M' l2 , M' 23 , M 34 , M\ l des parai- 
lèles aux côtés A, A 2 , A 2 A 3 , A 3 A 4 , A^A,, on obtient le quadri- 
latère K|K 2 K 3 K t . Les points M' l2 , . .., M' H sont les milieux 
des côtés K, K 2 , . . . , Kj K, e* /es points M' l3 e* M 2I /es milieux 
des diagonales K|k 3 e/ K 2 K t . Les quatre segments A t K lt 
A 2 K 2 , A 3 K 3 , AjKt concourent au centre de gravité G rfw 
quadrilatère A| A 2 A 3 A» et le point G esf situé sur chaque seg- 
ment de façon que A/G = £GK./. 

i. Les points K, Sont liés très simplement aux points G/, centres 
de gravité des triangles A* A/A m . Comme les points G,- s'expriment 
par les formules 

(8) 3G,= A*+A/-t-A m , 
les relations (5) prennent la forme 

(9) K,= 3G t -2Q/, 
où 

(10) 2Q/=A;M-0; 
donc 

III, Si Von désigne par G/ /es centres de gravité des 



r 
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triangles AaA/A /w ; par Q, les milieux des segments A/0, les 
points K./ sont situés sur les droites G,(,)/ de façon que 
Q<G,= ±G,K,. 

5. Les centres de gravité G/ suffisent pour construire le centre 
de gravité G. 

D'après les formules (1) et (3) de mon Mémoire précité (p. 3<p 
et 393), le point d'intersection O des diagonales A|A 3 et A 2 A» 
est représenté par les formules 

oO = Oi A|-+- o 3 A 3 = o,A 2 h- o* A 4 , 

où 5| -f- 2 3 *== o 2 -f- o s = et o t , o 2 , o 3 , o 4 désignenl les aires des 
triangles A 3 A 3 A. f , A 3 A 4 A,, A*A,A 2 , Ai A 2 A 3 . Par coii!»éc|ueiil, 
on obtient aisément 

( ^Gi-h ô 3 Gj— oG, 

(11) : 

f OjGi-t-04G4= oG, 

et de plus 

I3(G a — Gi ) — Ai — A 5. 
J(G V -G Î ) = A f -A„ 
3(G — G/) = Xi— O. 
Donc 

IV. Les segments G t G 3 , G 2 G» dont le point a" intersection G 
est le centre de gravité du quadrilatère A t A 2 A 3 A 4 sont paral- 
lèles aux segments A 3 A,, A*A 2 et égaux à £A 3 A«, £A 4 A 2 ; les 
segments G/G sont parallèles aux segments OA, et égaux à 

±oa,. 



SUR UNE PROPRIÉTÉ ARITHMÉTIQUE DES LOGARITHMES 
DES NOMBRES ALGÉBRIQUES; 

Par M. Carl Stoiimkh. 

1. Sur V approximation des nombres incommensurables par 
des nombres rationnels. 

Soit a un nombrejncommensurable réel et positif. Comme on 
le sait, on peut le mettre d'une seule manière sous la forme dune 



rs 
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fraction continue illimitée 

a = a H l 

a x ■+- — 

1 «J 



i 



où flf est un nombre entier positif ou = o et où a t , a 2 > •••? #/o ••• 
sont tous entiers et positifs. Désignons par zA les réduites suc- 
cessives de celte fraction continue, de manière que 

Qi=i> Q« = a i» •••» Q/i-f-i = ««Qn-+- Q/i-i> •••• 

P« et Q,i sont alors des nombres entiers positifs premiers entre 
eux. 

Comme on le sait, la première démonstration d'existence des 
nombres transcendants, due à Liouville (■), est basée sur une 
propriété remarquable des nombres a n dans le cas où a est un 
nombre algébrique. 

En effet, si a est une racine d'une équation algébrique à coeffi- 
cients entiers et de degré /*, on a l'inégalité suivante 

où M est un nombre qui ne dépend pas de n. 

Dans le présent Mémoire nous allons établir une inégalité pa- 
reille pour les nombres positifs de la forme 

_ I n» A 
~lo«B' 

où A et B sont des nombres algébriques; par conséquent aussi 
pour les logarithmes vulgaires des nombres algébriques. 
( Cas B = i o . ) 

Commençons par quelques généralités. Suivons un procédé in- 
diqué par M. Borcl dans son exposé des recherches de Liouville ( 2 ). 
Sohf(x) une fonction analytique réelle de la variable réelle x, 
admettant le nombre a comme zéro simple, et régulière en ce 



(') Journal de Liouville, t. XVI. 

( 2 ) Bomel, Leçons sur la théorie des fonctions, p. 2fi. 
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point. Soit a, b un intervalle réel contenant a et assez petit 
pour que/(#) soit régulière et n'ait pas d'autres zéros dans cet 
intervalle. 



Soit - une fraction irréductible, valeur approchée de « et con- 
tenue dans a* b. 

Pour toute valeur x contenue dans l'intervalle a, 6, on a 

|/'(*) |<M, 

où M est une constante ne dépendant que de l'intervalle «, fc En 
appliquant la formule de Ta\lor arrêtée à son premier terme, on a 



^5)-(f-)'h'(f-)] 



o<6<i. 



Or, a 4-6 (- — a] étant contenue dans l'intervalle a 9 6, on aura 



ce qui donne 



(a) 



'(i)i 



< £_« M, 
7 



P-* 



> 



Kî)l 



M 



Pn 



Si, en particulier, - est une des réduites — de a développé en 
fraction continue, on a l'inégalité suivante (') : 



(3) 

ce qui donne 

(4) 



Q« 



< 



««Qî 



««< 



M 



Mk)\ 



Pour en déduire des inégalités comme (i) il faut trouver une 

limite inférieure simple de /( — ) exprimée comme fonction de 

g par exemple. C'est ce qui est très facile dans le cas où /(x) 
est un polynôme de x à coefficients entiers et de degré r. En effet, 

(') Borël, Leçons sur la théorie des fonctions, p. 3o. 
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ce polynôme étant supposé n'avoir pas de racine rationnelle, on a 



(5) 



k(f)l>? 



ce qui donne immédiatement l'inégalité de Liouville (i). 

2. Inégalités fondamentales pour les logarithmes. 

Soient A et B deux nombres positifs qu'on peut supposer pour 
plus de simplicité >i. Posons 

<fi\ l°6A _ 

(6) KgB 

et supposons que a soit incommensurable. Pour cela il faut et il 
suffît qu'il n'existe pas de nombres entiers positifs m et n tels que 
A , * = B". 

Nous allons appliquer à ce nombre a le procédé que nous avons 
indiqué. A et B étant > i, a sera positif. Conservons les mêmes 
notations qu'auparavant. Alors a est racine positive de l'équation 

B* — A = o 

et la fonction y aura la valeur 

/(tf) = B*-A, 
d'où 

/'(*) = B'IogB. 

Nous allons trouver une limite inférieure pour /( - ) • a étant 
incommensurable, cette quantité est positive. Posons 



|Kï)i- 



p 
Bv— A 



\Bp — A?| = A? s'. 
Nous allons distinguer deux cas : B^> A? et B'' < A?, 

Dans le premier Cas on aura 

i 
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En prenant les logarfthmes et en appliquant la formule appro- 
chée 

x 

log(i-h^r) = g—» o<6 < i, 

on en déduit 

E I t' 



i + Oe q i + 6'e' 

et 6' étant compris entre zéro et i. Cela donne 



(8) 



i e' 



£> ~ 



ç i + e 



Dans le second cas on aura sûrement e et e' moindres que î et 



i-e = (i — s7'. 



d'où l'on tire, comme auparavant, 



I £ 



d'où 



i — es yi-ô's 



£>-(l-E) 
1 



'_» f 



et comme £ < î 

ce qui donne 
(9) 



K) 



t 



E> - 



q l + * 



Des inégalités (8) et (9) on tire 



(10) 



WDKr^r 



où e' est donné par la formule (7). En substituant cette valeur 
dans la formule (p.), il viendra 



(11) 



£-« 



> 



qU 1 



Cela posé, considérons les quotients incomplets r/,, a ly . .., 
<i M , ... de a développé en fraction continue illimitée. En combi- 
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nanl les inégalités (4) et (w>) on obtient 

(,a) a "<Tiûï; 

où 



03) t n =z 



au» 



Or, comme tf„ est un nombre entier, il faut que e„ pour n 
croissant soit de l'ordre de Q^'. Par conséquent on peut trouver 
un nombre positif K indépendant de n et ne dépendant que de A 
et B, tel que 



ce qui donne 



5[(i-*-s n )<K, 



AQ 
04) a n <K 



Q„ | B*- — AU» | 



3. Propriétés des logarithmes des nombres algébriques. 

Jusqu'ici nous n'avons pas fait d'autres hypothèses sur la nature 
des nombres A et B, que de les supposer plus grands que i et tels 

que ol= . * ■ soit incommensurable. Admettons de plus qu'ils 

soient des nombres algébriques. Soient, respectivement, 

(î 5) M AV- -h M, A^-« h- ... h- M^i A H- M^ = o ( M > o) 

et 

(iC) N Bv -4- Ni Bv-i h- ... -h Nv_, B -h N v = o ( N > o) 

les équations irréductibles aux coefficients entiers, auxquelles sa- 
tisfont A et B. Désignons par 

At = A, A t , A 3 , ..., A u 
les racines de l'équation (i5) et par 

Bi = B, Bj, B 3 , ..., B v 
les racines de (16). Posons 
(17) M£N£(A'/-B/') = ;. 
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Comme ol= . 6 R - esl supposé incommensurable, z sera diffé- 
rent de zéro. Nous allons éliminer A etB entre les équations (id), 
(16) et (17). Posons 

MîN{;(A7-By) = NÇ(M A / )7-.MX(NoB y )/' = ^ y , 

Alors s sera racine de l'équation algébrique 

(18) JJ(*--/,/) = ' 

le produit étant étendu aux valeurs 

/ = 1 , 2, J, . . j V. 

En effectuant la multiplication au premier membre de (18), 
cette équation peut s'écrire 

(18') ZV» -+- C, zV»-* -+-... -+- C ? zV-p -h . » . H- C^v = o. 

Les coefficients C p seront des nombres entiers ou nuls. En 
effet Cp est une fonction symétrique des quantités M A/, dont les 
coefficients sont des fonctions symétriques aux coefficients en- 
tiers des N By. Comme les M A/ et les N By sont respectivement 
racines des équations 

xV- -4- M,*!*-» -4- MqM,*!*-* h- ... H- IVI£- ! M^ = o 

et 

*v +. N, arv-i 4. N n, ^11-! + . . . + îsv » n v = o, 

il s'ensuit, par la théorie des fonctions symétriques ('), que Cp est 
un polynôme aux coefficients entiers des coefficients de ces deux 
équations et, par conséquent, égal à un nombre entier ou nul. 

Cela posé, nous allons trouver une limite supérieure des 
nombres \ Cp |. On a évidemment, en désignant par K un nombre 
plus grand que tous les | A,-| et | By |, 

|*/,/|<MJN;(K#'-t-K»). 
(') Voir, par exemple, Sf.rret : Cours d y Algèbre supérieure, t. I, p. 317. 
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Or, - élant une valeur approchée de a, on peut supposer qu'il 
existe un nombre positif r > i et tel qu'on a pour tous les p et q 

rq>p. 
Cela donne 

|j/,y|<2[M NjK'-]7. 

On en tire que 

| c p i< X( m.n; kop* < X(M n; k^* 

où \ ne dépend que de [x et de v et non de p et de q. En posant 

(M NSK'*)^= Si \ l 

on aura ainsi l'inégalité cherchée 

(19) |C p |<XNï, 

X et N étant des nombres fixes, dépendant de la nature de A et 
de B et non de p et de q. 

Cela posé, il est facile de trouver une limite inférieure de | z |. 
Si l'équation (18) a des racines nulles, soient 

Cpv = *>» G|i,v-i = 0, . . . , C|i,v-X-»-i = o 
et 

Comme les coefficients C sont des nombres entiers ou nuls, on 
aura 

(20) | G^v-x I > ■ • 

Alors, le nombres, défini par l'équation (17) et, d'après notre 
hypothèse, différent de zéro, est racine de l'équation 

(ai) *.* v -> -+- Ci*!»-*- 1 -*- . . . h- C^v-x = o, (X50). 

Or, comme on le sait (*), on a l'inégalité suivante 

'^Ici-HC^-xl 

où | C | est le plus grand des nombres | C t |, | C 2 |, . . . , J C^v-X- « I. 



(') Voir, par exemple, Serret : Cours d'Algèbre supérieure, t. I, p. 88. 
XXV11I. 10 



f 
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En tenant compte des relations (19) et (20), cela donne 



I">ÏIN 



— I 

7 



ce qui donne, en substituant la valeur de z et en remarquant que 

ou bien 

(m) |A^-B^|>^ 

où X| et N| sont des nombres fixes dépendant seulement de la 
nature de A et de B et non de p et de q. 

Cela posé nous allons considérer le développement de a en 
fraction continue. En combinant les inégalités (14) et (22), on 
obtiendra le théorème suivant : 

Théorème. — Soient Ae^B deux nombres algébriques posi- 
tifs et > 1 et supposons que 

logA 



a = 



logB 



soit incommensurable . Développons a en fraction continue 
illimitée 



1 

a = a^-\ 1 

«l H- . , I 



a 



n 



P 

et désignons par — la n ième réduite de cette fraction continue 
de manière que 



Q 1= =i, Q, = a,, ..., Q n +t = a»Q«-i-Q»_i, 

Alors on aura l'inégalité suivante 



• » 



(23) *„<K 



Q« 



où K. etM sont des nombres fixes dépendant de la nature de 
Â et de B et indépendants de n. 
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4. Cas particuliers. Applications. 

Faisons d'abord cette remarque bien évidente que, si B= 10, 
a se réduira au logarithme vulgaire du nombre algébrique A. 

Considérons un autre cas très simple, celui où A et B sont des 
nombres entiers. Rappelons la formule (i4) 



a n <K 



AV. 



Q„| B»*« — AH 



M 



où K est un nombre fixe plus grand que -r- (i -+- e„). M est une li- 
mite supérieure de |B r logB| dans un intervalle comprenant a et 

p 
tous les ~ et £ /f est définie par 



£/! = 



AQ' 



Nous allons chercher des limites supérieures de M et de s tf , ce 
qui donne une valeur de K. Considérons d'abord M. Comme 






< 



««QJ5 



<i 



P« 



toutes les ^ seront comprises dans l'intervalle a 
par conséquent, on peut poser 



— i, a -+- i et, 



el, comme B a = A, 



M = B«+» logB, 



M = ABlogB. 



Considérons la quantité e„. En multipliant l'inégalité (3) par 
Q„ logB, et en se rappelant la valeur de a, on obtient 



|P„logB-Q,JogA|<^!£<logB 



<*nQn 



ou bien 



log 



5!: 

AU" 



<loffB, 



Si B 1 *" > \?" on en déduit 

(*5) 



1 -4-£/t< B, 



• 
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Si, au contraire, B p - < A^*, on aura s„ <Ç i et 

<B 



1 — Êi 



et Ton retombe sur l'inégalité ci-dessus en remarquant que B> i. 
On voit ainsi, par les inégalités (24) et ( 25), qu'on peut prendre 
pour K. le nombre B 2 logB, de sorte que la relation (14) prend 
la forme 

AQ»B»logB 



04') "n< 



Q„|BP«— Att-| 



En remarquant que | B p * — A Q " |> 1, on en déduit le théorème 
suivant, corollaire de notre théorème général : 

Soient A et B deux nombres entiers > 1 et tels que a = .-^-_ 

* logB 

est incommensurable . En développant a en fraction continue 
et en conservant les mêmes notations qiû auparavant, on aura 

AQ" 
(*6) a«< 7T -B«logB. 

Du théorème général on peut tirer des conséquences intéres- 
santes pour la théorie des nombres transcendants. En effet, si 

Ton forme une fraction continue illimitée, où a n ^F(n), V(n) 

MO» 
étant >K -^r- pour n assez grand, et cela quels que soient les 

nombres K et M, l'inégalité (23) ne peut pas subsister pour n 
assez grand, et comme il en sera de même pour l'inégalité de Liou- 
ville (1), la valeur de la fraction continue sera un nombre 
transcendant qui ne sera pas égal à un nombre de la forme 

p^r»» A et B étant des nombres algébriques positifs et > 1. 

Il suffît, pour cela, de poser, par exemple, 

a n = /iQ-, 
Alors le nombre 

1 

a h i 

a, h 

a 2 4- . 1 



a 



n 




sera un nombre transcendant qui ne sera pas égal à un nombre de 

la forme r- ^tt» A et B étant algébriques, positifs et > i, et, par 

conséquent, qui ne sera pas égal à un logarithme vulgaire 
d'un nombre algébrique positif. 

Remarquons que l'existence de pareils nombres transcendants 
découle a priori des recherches de Cantor. En effet, il a démontré 
que l'ensemble des nombres transcendants a la puissance du 
continu, tandis que l'ensemble des nombres algébriques est dé- 
nombrable ('); comme il en est de même de l'ensemble des nombres 

. S R > A et B étant algébriques, il s'ensuit qu'il y a encore une 

infinité non dénombrable de nombres transcendants de la pro- 
priété demandée. 

De même que nous avons traité, dans ce Mémoire, des nombres 



de la forme 
nombres 



>QgA 
logli 



on pourrait appliquer le même procédé aux 



arctangA 



arc si n A 



X 



dx 



y/(\ _- #!)(,-_ k*X*) 



arctangB arcsinB 



f 



il 



dx 



J v^(i — a?*)(i — A* 1 **} 



et à une infinité d'autres. 



PROBLÈME DE PARTITION ; 
Par M. Maurice d'Ocacwe. 

De combien de manières peut-on former une somme de 
S francs avec S pièces de monnaie d'argent françaises? 

Notations. — Nous représentons par E ( — j et R f - j le quo- 
tient entier et le reste de la division de A par n. Nous écrirons 
aussi A n pour E ( - ] • Si la quantité A est susceptible de plu- 
sieurs valeurs, m( A) et M(A) désigneront la plus petite et la plus 

(') Voir Borel : Leçons, etc.. p. a4» et Journal de C relie ; t. 77. 
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grande d'entre elles. Nous écrirons aussi m 2 (A) pourm[m(A)], 
Mm(A) pourM[m(A)], etc. 

Formation des solutions. — Si nous désignons par 

fr c 
u le nombre des pièces de 5,oo, 



V 


» 





a,oo, 


X 


» 


» 


1,00, 


iy 


» 


» 


o,5o, 


5z 


» 


» 


0,20 



les équations du problème sont ( f ) 

5 m -)- se H- a? H- y -+- z = S, 

qu'il s'agit de résoudre en nombres entiers et positifs pouvant 
être nuls. 

Éliminant successivement j/ et x entre ces deux équations, on a 

(l) ar = S — 3(3w-f-i> — z), 

(a) y = ç — 4(<s— ")• 

Les quantités j/ 1 et a: ne pouvant être négatives, il faut que 

(3) A(z — u)^v< ^ 

D'ailleurs la quantité v ne pouvant non plus être négative, il 
faut, dans cette double inégalité, que la limite supérieure soit au 
moins égale à o et au moins égale à la limite inférieure, ce qui 
donne 

(4) 3z— -%u± 

A son tour, pour la même raison appliquée cette fois à m, cette 
double inégalité exige 

(5) o<*<|. 



(') Ces équations montrent qu'à toute solution en correspond une autre obte- 
nue par permutation simultanée de u et z et de v et y. Deux telles solutions 
peuvent être dites inverses Tune de l'autre. Le problème revient alors à dénom- 
brer les solutions inversablcs d'une équation linéaire donnée. 
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On formera donc toutes les solutions des équations proposées 
en associant à chacune des valeurs entières de z satisfaisant 
à (5) toutes les valeurs entières de u satisfaisant à (4), puis à 
chacun des systèmes (z, u) ainsi obtenus toutes les valeurs en- 
tières de v satisfaisant à (3). A chaque système (z, w, v) ainsi 
déterminé correspondent les valeurs de x et y données par 
(i)«*(a). 

Solutions limites, — L'inégalité (5) donne immédiatement, 
avec les notations ci-dessus définies, 

(6) /?i(*) = o, 

(7) M(*) = S«. 

Au sujet de celte dernière expression se présente la remarque 
que voici : on a identiquement 

Donc 

-^K»(ïH«(!)- 

Or, les plus grandes valeurs respectives de R ( — ] et de R ( ^ ) 
sont i et 2; la plus grande valeur de l'ensemble des deux der- 
niers termes est, par suite, - -f- - = ^ Il en résulte que 

s - e (t)- 

On peut donc aussi écrire 

(7 bis) M(s)= e(— )• 

Maintenant, pour une valeur donnée de £, l'inégalité (4) montre 
que l'on a 

, 8) ( m(tt) = o, si 35 — Sji o, 

m(u) = 3,3 — S 3 , si 35 — S 3 >o 



et 



- ( .,-.(!±!.) 
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Ici encore, on peut faire la remarque suivante : on a identi- 
quement 

S + 35=3S3-+-R(!)-+-3*; 



d'où 

S -h 35 Sj-f- z i 



3 



î«(ï) 



Chacun des restes ayant pour plus grande valeur 2, la pins grande 

valeur de l'ensemble des deux derniers termes est ^ H — = -> et 

399 

l'on a 

.(Ltiî) _.(*«), 

par suite, 

(9) M(u)=E(h±±y 

Voyons maintenant quelles sont les limites de m(u) et de M(w) 
quand on donne à z toutes les valeurs de m (z) à M (z). 

La formule (8) donne immédiatement, pour les valeurs (6) et 
(7 bis) de (5), 

(10) m*(a) = o 

et 

M/ii(c<)=3e/^)-S, 

ou, en représentant par e le reste R ( — j, égal à o ou 1 , 

(11) Mm(u) = S s — s. 

La formule (9) donne de même avec (6) et (7), 

(1*) mM(«) = E(|) 

et 

(i3 M »(«)=e(5!±±'). 
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Cherchons enfin quelles sont les valeurs limites de v pour des 
valeurs données de z et u. L'inégalité (3) donne immédiatement 

j m(e) = o, si z — u ^ o, 

j /?t(t>) = 4(« — M), Si 5 — M>0, 

et 

(i5) M(v) = S,— Su + z. 

En vue d'alléger les écritures ultérieures, nous poserons 
(16) m(w) = a, M(u)=6, 

a et b étant donnés par les formules (8) et (9), puis 

K s -t-')=" * G)-* «(***)-'. 

On peut remarquer d'ailleurs que p" est égal soit à p 4-//, soit 
à />-+-/>' 4-i. 

Nombre n des solutions pour une valeur donnée de z. — 
Le nombre des solutions correspondant à des valeurs données de 

u et de z est 

M(p)— m(p) + i. 

Donc, en étendant le signe \] aux diverses valeurs de u com- 
patibles avec la valeur de z choisie, c'est-à-dire variant de a à 6, 
on a 

Le nombre des termes de cette somme étant égal à b — a 4- 1 , 
on a, d'après (i5), 

2[M(t>)-t-i]==2 (Sï4 ~*" f ' l "" 3 " ) 

b 

= (6 — a-f-i)(Sj-*-s-hi) — 3\V 

= (£ — a-hi)(S a -l-*-hi)— 3 » 
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D'après la formule (i4)> on a de même 

2^m(v) = 4 [1-4-2 -h ...-+- (z — a)] 

= 'i(z — a)(z — a 4-i). 
Par suite, 

n= ( b - a +i)(S i + z+i)-3 {b - a ^ l)(a ~ Jhb) --'i(z-a)(z-a+i), 
qu'on peut écrire 

n = (b-hi) -— = ha iz(z -4-1). 

2 2 

Or, la formule (8), rapprochée de (16), donne 

a = Zz — S 3î 
d'où 

6-2 — ( 2 S a -H 1 ) — a= a — \. 

De même (9) rapprochée de (16) donne 

»-.(&?-■). 

Dès lors, si l'on pose 

on peut écrire 

b = 3 , 

d'où 

a ( S s -+■ 1 ) -H 2 z — 3 6 = 3 b +• 2 ( p 4-1 ; . 

Finalement, il vient 



9 



(19) 



(6-hi [36-f-2(p-+-i a(a — 1) 

n = ^- H — iz(z -h 1). 

2 2 



Dans le cas où l'on n'a recours qu'à la monnaie courante, c'est- 
à-dire où l'on exclut les pièces de o fr , 20, il faut faire z = o. La 
formule (8) montre qu'on a alors a = o, et les formules (g) et 
(18), rapprochées de (17), b=p\ p = i J . 

Par suite, la formule (19) devient dans ce cas 

h 9 ') <t= (/»'-4-)[y+»(r^.)l. 
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En particulier pour S = 100, auquel cas ou a />'== 1 1, t J = o, 

cette formule donne 

12x35 

n = = aïo. 

•i 

Nombre total N des solutions. — Il s'agit de faire la somme 
de tous les nombres n donnés par la formule (19) lorsque z varie 
de sa limite inférieure o à sa limite supérieure S c . 

Si donc on pose, en étendant le signe \* à ces limites, 

B = y (6-hi)[36-+-2(?-4-i)] ^ 
a(a — 1) 



*-2 



on a 

N = B + A-Z. 

Pour Z, on a immédiatement, en vertu d'une formule bien 
connue, 

2S 6 (S fi -hi)(S s -ha^ 



(ao) Z = 



3 



Dans A, les valeurs de a non nulles forment, d'après (8), une 
progression géométrique de raison 3 dont le plus grand terme, 
d'après (1 1) rapprochée de (17), est ip 4- r, et, par suite, le plus 
petit terme /\ Conséquemment 

p 

tp p 

= r -^-^- i-i -+- 3(2r — 1)'— £- -h (p + \)r(r — 1) , 

ou, après réductions, 

f'il) A= Sjtl |1/»(/» + r)+r(r-i)|. 
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Pour B la sommation est plus délicate. Remarquons d'ahord 
que les limites b ont, d'après (9), trois à trois la même valeur, 
ces valeurs croissant d'uni lé en unité, et que les restes p, d'après 
(18), reprennent périodiquement les valeurs o, 1,2. 

La plus petite valeur de 6, d'après (12) rapprochée de (17), est 

m(b)=p\ 

et sa plus grande valeur, d'après (i3) rapprochée de (17), 

M (b)= p\ 

Les trois termes correspondant à une certaine valeur de b et 
aux valeurs o, 1, 2 de p ont une somme donnée par 

7 (b -+- i)(gb 4- 12) = - (6 -h i)(36 -f- 4). 

Par conséquent, si l'on ajoute tous les groupes de tels trois 
termes depuis b = p f jusqu'à b=p n J on a 

t= ï2 (6+,)(6+,,(36+4) ' 
p' 

qui peut s'écrire 

T = 2 ^ (*-»-/>'-hi)(3t-+-3/>'-4-4). 


Celte sommation, effectuée comme celle qui a conduit à (21), 
donne, toutes réductions effectuées, 

(aa) T = 3 </>'~ /»'-"> [ { f_ p ' ){p '+ a/ /+ 4) + (/ /+ 0(3/»'+ 4)}. 

Mais B ne comprend tous les termes qui ont été sommés dans T 
que si la première valeur de p est o et la dernière 2. Or, toutes 
les combinaisons des valeurs 0,1 et 2 de p peuvent se pré- 
senter pour ces deux limites. Il faut, dès lors, suivant la valeur de 
ces limites, retrancher certains termes de T. C'est ce qui va main- 
tenant être examiné. 

D'après (18), la première valeur de p, correspond à ; = o, est 
donnée par 



\ 
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ou, en vertu de (17), 

p = r'. 

Si i J = o, il n'y a aucun terme à retrancher parmi les premiers 
de ceux qui ont été sommés dans T. 
Si r , = 1, il faut en retrancher le terme 

y 

et si /•'= 2, les deux termes 

( ^,)(3^,) + ^ + ,)( 3 ^. t .4) =(/) , + |)( 3 /> ^3 )i 

Ces trois cas peuvent se résumer dans cette formule unique : 
que i J soit égal à o, 1 ou ?,, il faut de T retrancher 

( 2 3) r= r '(/)'-Hi)(3/>'^r'-t-i) 

De même, la dernière valeur de p, correspondant à z = S , est 
donnée, toujours d'après (18), par 

ou, en vertu de (17), 

Si r* = 2, il n'y a aucun terme à retrancher parmi les derniers 
de ceux qui ont été sommés dans T. 
Si r* = 1, il faut en retrancher le terme 

(p'+i)(Zp'+6) 

y 

et si r* = o, les deux termes 

Ces trois cas peuvent se résumer dans cette formule unique : 
que r" soit égal à o, 1 ou 2, il faut de T retrancher 

(?4) T , = (<>.-r')(p°+i)(3p'+r>+5) i 



I 



- 166 — 
Comme on a, dans lous les cas, 

B=T— T- T", 

on voit, en se reportant à l'expression de N donnée plus haut, que 
Ton a finalement 

(a5) N = A + T-(Z + T'-f- T'), 

les quantités figurant dans le second membre étant données res- 
pectivement par les formules (21), (22), (20), (23) et (a4). 
Prenons, par exemple, S = 100. Nous avons alors 

S 6 = 16, S 3 = 33, 6=1, 
p = 5, />' = n, p*= 16, 



pu 



IS 



d'où 



r = o, r' = o, r' = 1 



A = 3 x i5 x 5» 22J, 

T =9(5x4*-+- 12 x37>= 5886, 

Z =32x17 x 6 = 3264% 

T' = o, 

T = 17x27 = 459, 

N =6iii — 3723 = 2388. 



Autre méthode pour le cas où z = o. — Voici une autre mé- 
thode qui, dans le cas général, conduit à des calculs plus pénibles 
que la précédente, mais qui, par contre, lorsqu'on se borne à la 
monnaie courante en excluant les pièces de o fr , 20, c'est-à-dire 
lorsqu'on suppose 5 = 0, conduit plus rapidement à la formule 

(•9') : 

Faisant z = o dans les équations initiales, on en déduit, par 

addition et soustraction 

6w + 3(v+/) = !>.(S — x), 

Il en résulte immédiatement que v -\-y est multiple de 2, et 
v — y multiple de 4- Posant donc 

i>4-J = 2*, f— J^ = 4o, 
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el éliminant w, on a l'équation 

3o -+- 3<x = S — x. 

S — x devant, d'après cela, être positif et multiple de 3, les 
seules valeurs que l'on pourra donner à x seront o, 3, 6, 9, . . ., 

3S 3 , S 3 représentant toujours E ( = j . Prenons Tune de ces valeurs 
3 A*. L' équation s'écrira alors 

-+- <x = A*. 

Or, d'après la définition même de et o-, on doit avoir 

ou 

28<A — 3, 

c'est-à-dire 



3<e(j) ou A s . 



Les solutions correspondant à une valeur de k sont donc don- 
nées par 8 = o, 1 , 2, . . . , k 3 . Elles sont au nombre de k 3 -h 1 , et 
Ton a pour le nombre cherché 



*=s, 



n = 2(*3-M). 



*=o 



Les nombres £ a ayant de trois en trois la même valeur, nous 
voyons, en utilisant les notations définies par (17), que 



/>'-! 



n=3Yt + i + S,+ i, 



t étant égal à p\ ip' ou 3// suivant que r' = o, 1 ou 2, ce qu'on 
peut exprimer en posant 

Remplaçant d'autre part S a par sa valeur Zp 1 -f- i J , on a finale- 
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ment 



n = 3p(p ' l) -f- (r*-4- i)/>'+- 3//+ r'-v- 1, 



(/>'-4-i)[3/>'-+-2(r'-Hi)] 
= * 

2 



ce qui est bien la formule (19'). 



SUR UN INVARIANT D'UN SYSTÈME DE DEUX TRIANGLES 
ET LA THÉORIE DES INTÉGRALES DOUBLES; 

Par M. Le Roux. 

I. Dans une Note récente relative à un problème d'inversion 
d'intégrale double, j'ai été amené à considérer une intégrale double 
de la forme 



W JJ (-;-*)•--' 



évaluée suivant une surface fermée. 

Cette intégrale se rapproche par certaines propriétés de l'inté- 
grale simple. 

_i_ Çf(z)dz 

qui donne la dérivée def(x). 

Dans la présente Note je m'occupe seulement de la différen- 
tielle double 

du dv 

qui devient 

dudv 



(w + ^ + i)* 



— î . — ! 



pour le changement de 1/, t>, en — et 

Cette différentielle est liée à un certain invariant projectif d'un 
système de deux triangles par une relation analogue à celle qui 
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existe entre la différentielle simple 



dz 



(z-xf 



et le rapport anharmonique. 

Considérons, en effet, dans le plan un système de deux triangles 
déterminés, le premier par ses sommets, l#second par ses côtés. 
Soient Xi, y t , s/ (* = i, 2, 3) les coordonnées ponctuelles des 
sommets du premier, ///, e/, Wi(i = 1, *>., 3) les coordonnées tan- 
gentielles des côtés du second. 

Si l'on pose 



x\ y% z t 

#3 y* ^3 



= r>. 



"1 »*i «-1 

W-3 ^3 "'3 



= A. 



le 




? = 7 



1)A 



constitue évidemment un invariant projectif absolu de la figure 
formée par les deux triangles, et peut être considéré dans un cer- 
tain sens comme une généralisation du rapport anharmonique de 
deux couples de points. 

Supposons que, d'une part, les sommets du premier et, d'autre 
part, les côtés du second soient des éléments infiniment voisins. 
Le numérateur de p devient alors le produit de deux différen- 
tielles doubles {différentielles binaires, suivant l'expression de 
M. Méray). 

En introduisant pour chaque série de variables deux systèmes 
d'accroissements infiniment petits, nous désignerons par 

x% y, z ; a? -h d\ x, y -+■ d\ y y z -+- d x z ; x -+- d t x, y -+- d^y, z -h d t z 
les éléments du premier triangle, et par 

u y v y w ; u-\- d t u, v -h d t r, \v -+- d { w ; u -+- d t u , v -\- d t v> w -+- d t w 
les éléments du second. Nous poserons, en outre, 



dix d x y 



= <i(- r <y); 



XXVIII. 



1 1 



r 
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le rapport p prend alors la forme 

[xd(y, z) -hyd(z f x) + zd(x,y)[[ud(i>, w) -h v d(w, u) -+• a> d(u, v)] ^ 

(ux -h vy -+- w*) 1 

En particulier pour z = i , w = i , cette expression devient 

d(x,y)d(u,v ) 

■ i ■ ■-■■■■■ — » 

(UX + P/+I) 1 

Effectuons, sur les variables x y y, une transformation homo- 
graphique quelconque, et sur les variables w, v la transformation 
réciproque. En désignant par X, Y, U, V les nouvelles coordon- 
nées, nous aurons, d'après ce qui précède, 

d(x i y),d(u,v) rf(X,Y),</(U,V) 

17 (UX-hVy + l)* (UX + VY + i)»' 

ou bien 

d(u y v) rf (X,Y) rf(U,V) 

K } (ux + vy + i)* d(x,y) (UX + VY + i)»' 

Cette relation est analogue à la suivante : 

dz d\ dZ 

(z — x)* ~~ dx (Z~X)« 

que Ton déduit de la considération du rapport anharmonique. 

L'équation (i), qu'il est facile de vérifier directement, permet 
de calculer l'un des déterminants fonctionnels 

d(u f v) d(x.y) 
rf(U,V) f <*<X,Y) 

quand on connaît l'autre. 
Nous avons, par exemple, 

d(u y v) _ (ux -+- v y + \)* rf(X,Y) 
d(U,\) ~ (UX+VY+T)» d(x,y)' 

Si nous remplaçons, daus le second 'membre, x,y par les coor- 
données Xt,yo de la nouvelle origine, nous trouvons 



d(UyV) 



d(X,\) 

d(^,y) 






~\ 
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2. L'intégrale double («) 



Sfr. 



d(x % y) 



jf + ^+O 1 



élendue à Taire d'un triangle non coupé par la droite 

ux-h vy+- 1 = o, 

— — — -• On peut l'obtenir 

sous une forme simple qui se prête admirablement à l'application 
des formules de M. Poincaré pour les résidus d'intégrales doubles. 

Soient 

(D,) fliJ + A,/ + C| = o, 

( Dj ) a t x -+- b t y -+- c, = o, 

( D 3 a z x -h b z y + c, = o 

les côtés du triangle. L'ordre de ces côtés donne le sens du par- 
cours et définit le signe de l'intégrale. 

Nous posons 

a i &i c i ! 
A = a f b t ci 

«3 b % Cj 



et nous désignons par A/, B,, Q les coefficients des éléments a ,-, 
&/, Ci dans ce déterminant. Soit, en outre, A/ le déterminant obtenu 
en remplaçant dans A les éléments de la i ième ligne par //, v, i : 

Effectuons la transformation homographique 



a { x -f- b x y -+- ci 



ux 

Cl\X - 



b%y 



Ct 



UX + P/ + I 



Y. 



(') La notation d(x,y) pour la différentielle présente des avantages sur les- 
quels il est inutile d'insister. Voir les Mémoires de M. Méray (Annales de l'École 
Normale, 1899). 



f 



* 
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d i x v ^ 

Le déterminant fonctionnel Jt JJ z est éffal à 

tf (X, Y) ° 

(ux -t- vy -h i) 5 

On a, par conséquent, 

d(x,y) = c/(X,Y) 
(ux-\- vy -+- i) s A 3 

ou bien, en intégrant, 

Au triangle proposé correspond dans le nouveau système le 
triangle déterminé par les axes de coordonnées et par la droite D 3 
dont l'équation est, sous la nouvelle forme, 

A — AjX — A, Y = o. 

De plus les aires intérieures des deux triangles se correspondent. 
On a donc 

et, par suite, 



J J (" 



x -h vy -+- i ) 3 A! Aj Ai 



C'est le résultat que nous voulions obtenir. 
L'équation (3) montre que l'intégrale double 



si, 



<l(*,y) 



(ux -4- vy -h i) 8 

peut être considérée comme une transformée homographique de 
Faire. 
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NOUVELLE DÉMONSTRATION 
D'UN THÉORÈME SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES; 

Par M. René Baire. 

J'ai démontré dans ma Thèse ( Sur les fonctions de variables 
réelles. Chapitre II; Annali di Matematica, 1899) que, pour 
qu'une fonction d'une variable soit développable en série de fonc- 
tions continues, il faut et il suffît qu'elle soit ponctuellement 
discontinue sur tout ensemble parfait. M. Lebesgue a fait voir 
{Comptes rendus, 27 mars 1899) qu'on pouvait ramener le cas 
de n variables à celui d'une seule, et étendre ainsi à ces fonctions 
l'énoncé précédent. Je me propose d'exposer ici une nouvelle 
démonstration du fait que la condition est suffisante; cette dé- 
monstration est plus courte et plus synthétique que celle de ma 
Thèse (Chap. N, Sect. III), où j'employais un procédé de récur- 
rence; elle a de plus l'avantage de s'appliquer directement au cas 
de n variables. 

1. Il s'agit de démontrer le théorème suivant : 

Si une fonction f(x { , x. 2} . . ., x„) est ponctuellement discon- 
tinue sur tout ensemble parfait, il existe une suite de fonc- 
tions continues fi , / 2 , ...,//>, . . ., qui a pour limite f. 

Je supposerai la fonction /définie dans le domaine E (cube à 
n dimensions) : 

Étant donné un entier quelconque />, j'appellerai points prin- 
cipaux d'ordre p les points dont les n coordonnées sont de la 

forme — # » On peut considérer E comme formé par la réunion de 

cubes A p de côté — et dont les sommets sont des points princi- 
paux d'ordre/?. 

J'appellerai domaine principal d'ordre p tout domaine D p de 
la forme 

%i — 1 . „ a, -4- 1 

et je dirai que ce domaine a pour centre le point principal de 



r 
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coordonnées —• (Le domaine D^ devra être réduit, dans le cas où 

un des nombres a/ est o ou 2^, à sa portion contenue dans E.) 

Tout point M de E appartient à un certain nombre de do- 
maines D p ; j'appelle points principaux (Tordre p associés à M 
les centres de ces domaines; ces points sont aussi les sommets des 

cubes ùk p qui contiennent M. (Dans le cas général, où aucune des 
coordonnées de M n'est de la forme — t , M appartient à un seul 

cube ùk p \ il y a donc 2" points principaux d'ordre p associés à M. J 

Cela posé, je vais démontrer que le problème de la construction 
des fonctions continues/t, / 2 , • ••*,/#» •••> tendant vers/, peut 
être complètement ramené au suivant : 

I. Faire correspondre à chaque domaine principal D un 
nombre 'f (D) de manière à réaliser la condition A qui suit : 

A. Étant donné un point quelconque M, si petit que soit e, 
il existe une sphère S de centre M telle que, à chaque domaine 
principal D contenu tout entier dans 2 et contenant M, corres- 
pond un nombre ç(D) différant de /(M) de moins de e. 

Supposons en effet le problème l résolu. Nous construirons f p 
delà manière suivante : En chaque point principal d'ordre /?, H, 
cette fonction aura pour valeur le nombre <p(D) correspondant au 
domaine principal D d'ordre p dont H est le centre. Nous* 
achèverons la définition de f p en l'assujettissant à être continue, 
et à avoir, en chaque point M, une valeur comprise entre la 
plus grande et la plus petite de ses valeurs aux points princi- 
paux d'ordre p associés à M. Ces deux conditions seront réali- 
sées si, par exemple, on prend pourf p la fonction qui, dans chaque 
cube Ap, est linéaire par rapport à chacune des variables. 

Je dis que, dans ces conditions, /^(M) tend vers /(M) quand/? 
croît indéfiniment. En effet, donnons-nous un nombre positif e, 
et déterminons une sphère S d'après la condition A. Dès que p 
dépasse une certaine valeur, les domaines principaux d'ordre p 
qui contiennent M sont contenus tout entiers dans S; par consé- 
quent les valeurs de/ p aux points principaux d'ordre p associés 
à M diffèrent de/(M) de moins de s; il en est de même de/,,(M), 



à 
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qui est compris entre la plus grande et la plus petite de ces va- 
leurs; donc/^M) a pour limite /(M). 

2. Tout revient donc à résoudre le problème I. 
Donnons-nous une suite décroissante de nombres positifs ten- 
dant vers o, par exemple 

iii i 

(i) -, -, -, ..., -, .... 

Soit D un domaine principal; nous allons définir <p (D). 

Soit T t le plus grand nombre de (i) tel qu'il existe dans D des 
points où Yoscillation par rapporta E, nr(/, E), est5<Ti; soit 
P f l'ensemble des points de D où l'on a rs (/, E) > v { . 

Si P? existe et si la fonction n'est pas continue sur Pp, soit o^ 
le plus grand nombre de (i) tel qu'il existe des points où Yoscilla- 
tion par rapport à PP, w(/, PP), est ?<r 2 ; soit P 2 l'ensemble de 
ces points. 

On définit ainsi des ensembles fermés, tous contenus dans D : 

et des nombres dont chacun fait partie de la suite (i) ou est nul : 

(3) <T|, ffj, ..., <T n , ..., fffc,, ..., ffjo>i •••i ^Ot» •••» 

d'après la loi suivante : 

Si a est de première espèce, T a et P a s'obtiennent de P a _f comme 
t 2 et P 2 de P«. Si a est de deuxième espèce, P a est l'ensemble 
commun à tous les P a ', pour lesquels a'<a; de plus, ? a est la 
limite inférieure des nombres ov pour lesquels a'< a. (Il est évi- 
dent que la condition (3 > a entraîne Pp £ P a , et Tp < ^a- ) 

J'ai démontré (Thèse, § 47) qu'étant donnée une suite d'en- 
sembles tels que (2), il y a un nombre a tel que P a = P a+l . (La 
démonstration, faite pour le cas des ensembles linéaires, s'étend 
sans difficulté au cas d'ensembles à n dimensions.) Je dis qu'on 
doit avoir P a = o ; si, en effet, P a existait effectivement, on aurait 
P a =Pg=P a+( ; ^ existerait un nombre positif v^x tel que, sur 
l'ensemble parfait Pj, l'oscillation en chaque point par rapport à P, 
serait ^^a+iî la fonction serait totalement discontinue sur cet en- 
semble, contrairement à l'hypothèse. Il résulte de là que, pour un 
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certain nombre [3, ou bien Ppestdénombrable (Pp=Pp +l = ...=o), 
ou bien P? existe, mais la fonction est continue sur cet ensemble 

(Pp-H = ... =o). 

Dans le premier cas, il existe un nombre y tel que Pi se com- 
pose d'un nombre fini de points; on prendra pour ç(D) une 
valeur quelconque comprise entre les valeurs extrêmes de la 

fonction sur P^. 

Dans le second cas, on prendra pour 'f (D) une valeur comprise 
entre les v>aleurs extrêmes de la fonction sur Pp . 

Ainsi se trouvent définis les nombres 'f (D) et, par suite, les 
fonctions continues f\,fi, . . , f P * . ... Il reste a montrer que la 
condition A est réalisée. 

3. Soit M un point quelconque de E. 

SoitTi le plus grand nombre de (î), tel que l'oscillation en M 
par rapportàE, tîi(/, E, M), csl^Ti; soit Q t l'ensemble des points 
de E où Ton a tîj(/, E) > t, . 

Si Q? existe et contient M, et si la fonction n'est pas continue 
en M par rapport à QP, soit t 2 le plus grand nombre de (i), tel 
que l'oscillation en M par rapport à Qp, *&(/, QP, M), est ^t 2 ; 
soit Q 2 Fensemble des points de QP où Ton a to(/, QP)>? 2 . 

On déduira T a et Q a de Q a _ f , quand a est de première espèce, 
comme on a déduit t 2 et Q 2 de Q t . Quand a est de deuxième es- 
pèce, Q a sera l'ensemble commun aux ensembles Q a ', tels que 
a' < a, et ? 3 sera la limite inférieure des nombres T a ' pour lesquels 
a'<a. 

On définit ainsi des ensembles fermés contenant tous le point M : 

(4) xi» V!î» •••» V/i» • ••> Qci>.» •••» Qïo>» •••! \a> ••• 

et des nombres correspondant à ces ensembles: 

De même que précédemment, on reconnaît que les ensembles Q 
sont nuls à partir d'un certain indice. Il existe donc un nombre tj 
tel que, ou bien Q^ n'existe pas, ou bien Q® existe et ne con- 
tient pas M, ou bien Q^ contient M, la fonction étant continue 
en M par rapport à Q^. 

Chacun des nombres de (5) appartient à (1) (sauf peut-être le 



«k 
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dernier 7^); ces nombres peuvent donc se ranger par groupes, les 
nombres d'un même groupe étant égaux à un même nombre X 
de (i). L'indice du premier nombre de chaque groupe est néces- 
sairement de première espèce; car, si a est de deuxième espèce, 
et si T a est positif, comme T a est la limite inférieure des nombres a' 
tels que a'<aet qu'il n'existe qu'un nombre fini de valeurs pour 
les T a /, il y a des nombres a' pour lesquels ?«» = ? a . 
On peut donc écrire : 



"l — ~2 — • • • — ^«i — M> 

T «i-n = "a,-+-8 = . . . = "a t = ^î? 



(6) 

^afc_,+i = . . . ==... = *: a& = A/ 4 , 



Deux cas peuvent se présenter : ou bien le nombre des groupes 
(6) est fini, soit A*; alors on a a*= t\; ou bien ces groupes sont 
en nombre infini; alors A t , X 2 , •••> ^, . .. (qui vont toujours en 
décroissant), ont pour limite o. 

Soient V,, 5/j, .... 5^, ... les nombres de (1) qui précèdent im- 
médiatement dans cette suite les nombres ) H , X 2 , • . • , X^, .... Soit 
R, l'ensemble des points de E où l'on a ™(f, E)> )/ 4 ; soit R 2 l'en- 
semble des points de Qj où l'on a to(/, Q^)>)/ 2 ) et générale- 
ment Ra l'ensemble des points de Q? A _ t où Ton a w(/, Qa fc _,) = V 
(Il peut arriver que certains de ces ensembles n'existent pas; 
en particulier, si \ t est le premier nombre de (1), il n'y a pas de 
nombre )/,, et R t n'existe pas.) 

D'après la définition des ensembles Q, le point M ne fait partie 
d'aucun des ensembles fermés R| , R 2 , . . . , Ra, • • • ; donc, quel que 
soit h, il existe une sphère S de centre M qui ne contient aucun 
point des ensembles R,, R 2 , . .. , R^. Soit D un domaine principal 
contenant M et contenu dans S; je dis que si, dans ce domaine, on 
définit, d'après le procédé du §2, les ensembles P<, P 2 , ..., P a , ..., 
tous ceux de ces ensembles dont l'indice est inférieur ou égal à a^ 
coïncident, dans D, avec les ensembles Q f , Q 2 , ..., Q a , ..., ayant 
respectivement les mêmes indices. 

En effet, d'abord il n'y a dans D aucun point où to (/*,£)> a',, 
tandis qu'il y en a au moins un, le point M, où l'on a 

«H/, E, M)>X, = t,. 




— 178 - 

Donc on a a-, = T| et, par suilc, dans D, P< coïncide avec Q^ 
Démontrons, par voie de récurrence, qu'on a P a = Q a (dans D), 
si a<a>k; il suffit d'établir la proposition quand a est de première 
espèce, si Ton se reporte à la définition de P« et Q a quand a est 
de deuxième espèce. 

Supposons donc a de première espèce et distinguons deux cas : 

i° a n'est pas l'indice du premier terme d'un des groupes (6); 
nous admettons qu'on a <x a _ f = T a _, et l > ot _ l = Q a _iî d'après l'hy- 
pothèse faite, on a T a = T a _ t , c'est-à-dire qu'au point M, l'oscilla- 
tion par rapport à P£_, = Q?_ t est ^T a ; donc T a , qui ne peut sur- 
passer T ot _ l =. T a _i = T a , est identique à T a *, donc P a est, dans D, 
identique à Q a . 

a° a est l'indice du premier terme d'un des groupes (6), soit 
a5-f-i(3<A); nous admettons qu'on a P a ^ = Q a ^; sur l'en- 
semble Q«j, l'oscillation au point M est supérieure ouégaleà^s+i; 

comme D ne contient aucun point de Rs +I , ensemble des points 
où ro(/, Q^)>X^,, on a cr^, == )^ +l = t« 4+i , et, par suite, 

Cela posé, je vais établir que la condition A est réalisée pour 
tout point M. Distinguons deux cas : 

i° Pour le point M considéré, le nombre des groupes (6) est 
fini, soit k; on a a* = r^ ; l'ensemble Q^ existe, mais on a Q r ,+i = o. 
D'après ce qu'on a vu plus haut, ce cas peut se subdiviser en deux 
autres : 



a. Q^ n ? cxiste pas, ou bien existe, mais ne contient pas M; 
M fait partie d'un certain ensemble Qjj sans faire partie de Q^"*" 1 : 
c'est un point isolé de Q^. Déterminons une sphère S de centre M 
ne contenant aucun point de Q^ autre que M, et ne contenant aucun 
point de R,, R 2 , ..., R*. Si 'D est un domaine contenant M et 
contenu dans S, on a, pour ce domaine, P^ = Q T| ; d'où P* =Q* =M 
etPï t 4 ' , =o; donc, d'après la définition de ?(D), on a tp(D)=/(M). 

b. M fait partie de Q^, et la fonction est continue en M 
sur Q^. Déterminons une sphère S ne contenant aucun point de 
R,, R 2 , ..., R*, et telle que Poscillation de/ sur la portion de Q^ 
contenue dans cette sphère soit < e. Si D est contenu dans 2 et 
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contient M, on a P^ = Q^; l'ensemble PI ou P? qui intervient 
dans la définition de o(D) est certainement contenu dans Qçf; 
donc f(D) diffère de /(M) de moins de e. 

2° Les groupes (6) sont en nombre infini; e étant donné, on 
peut trouver h tel que "k^ soit < e. Sur l'ensemble Q« fc , l'oscilla- 
tion en M est < e; on peut donc trouver une sphère S ne conte- 
nant aucun point de R M R 2 , . .., Ra et telle que l'oscillation de/ 
sur la portion de Qg h qui y est contenue soit < £. De même que 
dans le cas 6, l'ensemble Pï ou P* , qui sert à déGnir 'f(D), est 
contenu dans Qg fc , et <p(D) diffère de /(M) de moins de e. 

Ainsi, dans chacun des trois cas a, 6, 2°, la condition A est 
réalisée; le théorème est donc établi. 

4. On conçoit que le procédé de définition des nombres 'f (D), 
donné au §2 pour le cas le plus général, pourrait recevoir des sim- 
plifications dans certains cas particuliers; je vais indiquer un cas 
remarquable où la solution peut être obtenue d'une manière extrê- 
mement simple. J'ai démontré, dans ma Thèse, que les fonctions 
semi-continues satisfont à la condition d'être ponctuellement 
discontinues sur tout ensemble parfait, et j'en ai déduit la possi- 
bilité, pour ces fonctions, d'être développées en séries de fonctions 
continues; je vais établir cette proposition d'une manière beau- 
coup plus directe. 

Supposons que f soit semi-continue supérieurement. Je fais 
correspondre à chaque domaine D un nombre o(D) égal au maxi- 
mum de la fonction dans ce domaine : je dis que la condition A 
est ainsi réalisée. En effet, soit M un point; on peut déterminer 
une sphère S de centre M, dans laquelle on a, en tout point M', 
/(M') </(M) -f- e. Si D est contenu dans S et contient M, le 
maximum de f dans D, c'est-à-dire o(D), est compris entre 
/(M) et /(M) -f- s. Le théorème est ainsi démontré. 

Il est remarquable que cette proposition résulte ainsi, d'une 
manière presque immédiate, de la notion de semi-continuité : la 
démonstration ne nécessite pas l'emploi des résultats de la théorie 
des ensembles. 
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SUR LA TORSION D'UNE COURBE DÉFINIE PAR SON PLAN OSGULATEUR; 

Par M. A. Demoulin. 

1. 

Soient y K , . . ., y nj n fonctions d'une variable x. Désignons par 
W(jv,, . . . , y») leur wronskien, c'est-à-dire le déterminant 



(i) 



y\ y* 

y\ y* 



yn 
y'n 



J \ J 1 






Le signe W jouit d'une remarquable propriété qui se traduit 
par la formule 



(A) 



WtXj'i, . . . , \y n ) = X*\V(^i, . . • ,y n ), 



où l'on désigne par X une fonction arbitraire de x. En particulier, 
si Ton fait \ = — > il viendra 

y\ 



(A') 



W(/,,...^)=/!w(dû D^) 



Cette notation des wronskiens et la formule (A) permettent de 
présenter de la manière suivante une partie des résultats contenus 
dans le n° 376 des Leçons de M. Darboux (II e Partie, p. ioi et 
suiv.) : 

Soient £ t , . . . , z n les mineurs du déterminant (i) par rapport 
aux éléments de la dernière ligne. 

On a 



(B) 



W(*i, . . ., z n ) = [ W(j t , . . . ,y H )\*-\ 



puis 

( C ) J'i = (— l) / - | A\V(.8| 1 ...,5/- l) 5/- H ,...,5 <l ) (I =!,..., n) 

avec 

(D) X = r 



|W(n> .•.,r»)l l, - t 



^ 
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11. 



Les formules qui précèdent trouvent une application immédiate 
dans la recherche de la torsion d'une courbe définie par son plan 
oscillateur. 

Soient x,y, z les coordonnées cartésiennes d'une courbe, ce 
sont des fonctions d'un paramètre t. La torsion en un point quel- 
conque M de cette courbe a pour expression 



W(*\/,V) 



W(x',y) -+-w(y,;o +\v (*',*') 



?' 



les accents désignant des dérivées par rapport à t. 

Soient x^ x 2j -^3> x s 'es coordonnées homogènes du point M. 

Si on les introduit dans l'expression de - » il viendra, en faisant 
usage de la formule (A'), 



Soit maintenant 
(tu) jKi^i -+-ytXi+J'sX3 -*-?>*!> = o 

l'équation du plan osculateur en M; y^ y 2 , jr 3 , y.\ sont des fonc- 
tions connues de t. Les coordonnées du point M vérifient l'équa- 
tion (tu) et les deux suivantes 

(«') y\x x -+- y' t x % -^y' z x z -h y\x k = o, 

(u/) y\x x -hy'ÎXi -hJÏ^ 3 -+-yl*\ = o. 

Ces trois équations montrent que x { , x 2 , x n% x. s sont propor- 
tionnelles aux mineurs du wronskien de y t , y 2 , y^ y % par rap- 
port aux éléments de la dernière ligne. Si on les prend égales à 
ces mineurs, c'est-à-dire (d'après les notations adoptées au para- 
graphe I) à £|, £ 2 < £»> 5*> ° n pourra écrire 

i *^ W( z\, Zfi J3, z±) 



W(3,,5j, 5 V ) -t-W(5 iî ffj, Z % ) -f-W(5 3f -S,,54) 
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Les formules (B), (C), (D) deviennent ici 

W(*i, z u si, z k ) = [W(j,, 72,^3,^4)]', 

y% = ^W(^„^3, z k )> 

y x =-\W(^«,,^), 

yi=— xw(*i, *„*,), 

x = ï 

[W(yuy% f yi f yk)]* 

D'ailleurs 

En tenant compte de ces différentes relations, on obtient l'ex- 
pression définitive de - : 



ï W(yuy*,y*) 



* (y* +y\ •*-y\)V*lyuy*yi*y*) 

Cette formule conduit à une relation très simple entre les tor- 
sions de deux courbes qui se correspondent dans une corrélation 
quelconque. (Voir Comptes rendus, séance du 29 janvier 1898.) 
Nous réservons pour une autre occasion la démonstration des 
propriétés énoncées dans cette Note; nous nous contenterons ici 
d'établir une "relation entre les torsions de deux courbes polaires 
réciproques par rapport à une sphère. Soient T et T f les deux 
courbes en question et O le centre de la sphère directrice. Appe- 
lons r et t* les rayons de torsion de T et T f en deux points corres- 
pondants M et M'. Si l'on écrit l'équation du plan osculateur de 
T en M sous la forme 

les coordonnées cartésiennes du point M' seront (u',v',w f ), pourvu 
qu'on prenne pour unité de longueur le rayon de la sphère di- 
rectrice. 

Si l'on fait dans la formule ci-dessus y K = m, y 2 = v, y* = «v, 

y h = — 1 , on obtiendra l'expression de - : 



W(ii,^ipJ 



(»** + ?* -h iv*)W(ii', v\ «'') 



^ 
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On a ensuite 



T W(K',j»') l +W(i» , ,w') > +W(w',«') ! 
d'où, par multiplication, 



> 



i W(a, *>, w) 



Soit V la projection orthogonale du point O sur le plan oscu- 
latenr de V en M'. On a 



W(u,i>,i%>) 



OP' = 

W(a', *>')*-*- \v(p>')Vwk«') ! 



Par suite 



_,_ OM' 



OP'' 



Or, si l'on désigne par îp l'angle des plans osculaleurs en M 

et M', 

OP 

et il vient finalement 

xt'cos'ç = i, 

ou, en appelant a le rayon de la sphère directrice, 

tt' cos*cp = a*. 

Cette relation, jointe au théorème d'Enneper concernant la 
torsion des asymptotiques, conduit immédiatement à la relation 

R,R,K / t R , î cos*<p = a* 

qui lie les rayons de courbure principaux de deux surfaces polaires 
réciproques par rapport à une sphère. Nous avons fait connaître 
ces deux formules dans une Note insérée aux Comptes rendus 
(séance du 16 mai 1892). M. Rouquet les a retrouvées récemment 
[Bulletin de V Académie des Sciences, Inscriptions et Belles- 
Lettres de Toulouse, tome I, année 1898). 
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COMPTES RENDUS DES SÉANCES. 



Élections : 



SÉANCE DU 4 AVRIL 1900. 

PRÉSIDENCE DE M. CARVALLO. 



M. Renard, présenté par MM. Blulel elLaisani; M. Estiennc, 
présenté par MM. Appel! et Borcl, sont élus, à l'unanimité, 
membres de la Société. 

Communications : 

M. Bricard : Sur les surfaces ayant un système de lignes de 
courbure égales. 

M. Desaint : Sur la généralisation d y un résultat du à 
M. liorel. 



SÉANCE DU 18 AVRIL 1900. 

PRÉSIDENCE DE M. TOUCHE. 

Communication : 

M. Touche : Sur les forces extérieures. 



SÉANCE DU 3 MAI 1900. 

PRÉSIDENCE DE M. MAURICE D'OCAGNE. 

Communications : 

M. André : Sur un théorème de la Géométrie des coniques. 

M. Hoffbaucr : Sur une transformation des déterminants. 

M. Andoyer présente quelques observations à ce sujet. 

M. Laisant : Sur quelques propriétés des figures semblables 
dans le plan et dans l'espace. 

MM. Fontené el Bricard présentent quelques observations à ce 
sujet. 
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SÉANCE DU 16 MAI 1900. 

PRÉSIDENCE DE M. TOUCHE. 

Communications : 

M. Demoulin : Sur quelques formules nouvelles de la théorie 
des congruences rectilignes. 

M. Hadamard : Sur l'équation de Laplace. 



SÉANCE DU 6 JUIN 1900. 

PRÉSIDENCE DE H. BIOCIIE. 



Élection : 



M. Firmin Comte, présenté par MM. Brocard et Laîsant, est 
élu, à l'unanimité, membre de la Société. 

Communications : 

M. Touche : Observations sur les principes de la Dyna- 
mique. 

M. Duporcq : Sur les cercles circonscrits aux triangles cir- 
conscrits à une conique. 

M. Blutel : Sur les surfaces admettant un système de courbes 
tétraédrales comme lignes asympto tiques. 



SÉANCE DU 20 JUIN 1900. 

PRÉSIDENCE DE H. BIOCIIE. 

La Société, réunie en Assemblée générale, convoquée par déli- 
bération spéciale du Conseil, étudie le traité à intervenir avec le 
Conseil de l'Université de Paris. Le quorum n'étant pas atteint, 
l'Assemblée décide qu'il y a lieu de poursuivre la question et de 
convoquer une nouvelle Assemblée générale, dans le délai d'un 
mois. 

xxviii. la 
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M. Picard adresse la Note suivanle : 

Sur quelques problèmes relatifs à l'équation Aw = A 2 **; 

Dans une Note récente (') Sur l'équilibre calorifique d'une 
surf ace fermée rayonnant au dehors j'ai traité la question gé- 
nérale de l'équilibre calorifique d'une surface fermée avec rayon- 
nement au dehors. Me plaçant ici à un point de vue purement 
analytique, je traiterai deux problèmes très particuliers se rap- 
portant au même ordre d'idées et relatifs à l'équation bu = fc 2 u; 
le second concernera certaines solutions doublement pério- 
diques de cette équation. 

1. Le premier problème est relatif au cas d'une plaque indé- 
finie avec une seule source de chaleur à l'origine. L'équation aux 
dérivées partielles 

Au=« (nous faisons Â* = i), 

se réduit ici, par raison de symétrie, à l'équation différentielle 
ordinaire 

d*u i du 

(î) -T- -h -7 U = O, 

cfr* r dr 

u ne dépendant que de la distance r à l'origine. D'après le pro- 
blème physique, il s'agit d'avoir l'intégrale u de celte équation 
s'annulantà l'infini, et devenant infinie à l'origine, de telle sorte 
que l'intégrale 



/ 



du . 



prise le long d'une circonférence de rayon infiniment petit autour 
de l'origine (intégrale correspondant au flux) ait une valeur 
donnée. 

L'intégrale de l'équation (i), s annulant pour r =oo, est déter- 
minée à un facteur près. La méthode classique de Laplace pour 
l'intégration des équations linéaires dont les coefficients sont du 
premier degré, par rapport à la variable, la donne bien aisément. 

(') Comptes rendus (5 juin 1900). 



^ 
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Posons 

u = I v(z)e zr dz, 

les constantes a et ji, et la fonction v(z) étant à déterminer. En 
substituant dans l'équation différentielle, on voit que Ton aura 

une solution, si 

d(s>z*) dv 

dz dz 

et si de plus 

en entendant par (f)\ la différence des valeurs de/ pour z = [3 et 
z = a. On pourra donc prendre 

i 
t>= » 

l/s* — i 

et ensuite on prendra, comme champ d'intégration, un lacet en- 
tourant le point — i, et venant de l'infini négatif et y retournant 
dans la direction de l'axe réel (a = [3 = — oo). On est ainsi con- 
duit à la solution 

/~ l et'ds 

Cette solution de l'équation (î), définie pour /• positif, s'annule 
évidemment pour /• = -+- ce. Il est indispensable pour nous de re- 
chercher ce qu'elle devient pour r=o. La forme de l'intégrale 
générale de l'équation (i) est 

AG t (r)logr+G,(r), 

les G étant des fonctions entières de r; G (/) est une fonction 
paire de r et G (o) = î. 11 faut avoir la valeur de la constante A 
correspondant à u. Or si 

a = AG (r)logr-+-G,(r) f 

on voit de suite que 



A — lim [ r -y— i 



■% 
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Cherchons donc la limite de r -y- pour r = o. Or 

du r~~ x ze zr dz 



_ - r 



y/z* — 

et, en posant zr = f, il vient 



_ - C 



du _ r te'dl 



s*= 



le radical y// 2 — r 2 étant pris avec le signe plus. Pour avoir en 
toute rigueur la limite du second membre pour r = o, il serait un 
peu rapide de faire de suite r = o, quoiqu'on trouve ainsi immé- 
diatement — i. 

Pour le voir avec plus de précision, prenons un nombre po- 
sitif fixe p supérieur à r, aussi voisin, d'ailleurs, que l'on voudra 
de zéro si r est lui-même suffisamment petit, et partageons l'in- 
tégrale en deux parties 



Ç~ 9 2 e idi Ç ~ r ie ' de 



Pour la première partie, on peut faire de suite r= o, et l'on 

trouve ainsi 

— e~9; 

pour la seconde, elle peut s'écrire 

»— r 



•/_« l/* 2 -f* 



l { étant compris entre — p et — r. Il résulte bien de là que, à 
partir d'une valeur suffisamment petite de /*, l'intégrale proposée 
diffère de — i d'aussi peu que l'on veut; nous avons donc 



A= — i. 



Pour l'intégrale trouvée, le flux est donc égal à — 21t. 
Je ferai encore une remarque sur la façon dont u tend vers zéro 
pour/* = oo, en montrant que le produit 



u y/, 



re* 
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tend vers une limite finie et différente de zéro pour r=<x>. En 
posant 



z = — i -+-* , 
on a 

e*' r dz 1 



u = e-rf 



\/z\z'—i) 

et, en désignant par o une quantité positive, nous écrirons 

,- /- / , "" p e* r dz n r° e zr dz 

u\/re r = vr I t- yr I — . 

La première partie, on le voit de suite, tend vers zéro pour 
r = -+-oo; il s'agit d'avoir la limite de la deuxième partie. En 
changeant z en — z nous l'écrirons 

yr / , ou w — / e-* r * * f i H — 1 dz. 

J ^Z(z + 2) fij, \ */ 

_ 1 

On peut développer (n — j suivant la formule de Taylor; 
le premier terme seul est intéressant pour nous; il se réduit à 

"7= / e-* r z * dz, 
ce qui, en posant zr=zy, devient 



- J e-yy *dy. 



Donc, pour r = -+- oo, la limite cherchée sera 



. f-e^dy ou ,/*. 



Nous avons donc la formule cherchée 



lim (u\/r e r ) = I / — 



2. Proposons-nous maintenant relativement à l'équation 



— — — 




% 
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un second problème, qui, au point de vue physique, se rattache- 
rait à l'équilibre calorifique de la surface d'un tore, et qui, au 
point de vue analytique, a une lointaine analogie avec la théorie 
des fonctions doublement périodiques. 

Il s'agit de trouver V intégrale de cette équation, ayant 
une période a par rapport à x et une période b par rap- 
port à y, et continue sauf au point (a, |3) et à ses homologues 
/aL-\-ma, jS-j-zit), où elle devient infinie comme le devenait 
tout à l'heure l'intégrale uà V origine. 

Il est clair d'abord que la solution est unique, car s'il y avait 
deux solutions, leur différence serait une solution de l'équation 

Att= w, 

qui serait doublement périodique et continue dans tout le plan, 
ce qui est impossible, car une solution continue de l'équation pré- 
cédente ne peut avoir ni maximum positif ni minimum négatif. 

Pour avoir maintenant la solution cherchée, il n'y a qu'à se 
reporter au problème traité ci-dessus et à faire la somme des solu- 
tions correspondant à tous les homologues du point (a, [3). For- 
mons la fonction 

m = — • n-= — «© 



(z,X,y)=. \ ^ e z v'ur— a— mrt)«-H.> - p— ni»* . 



Elle est parfaitement définie pour z négatif, puisque 



pour | pi | et | n | suffisamment grands. 
Formons alors l'expression 



u(x,y) — 



■*■/ 



-i 



G(z, x,y)dz 



\/z* — 



I 



Ce sera l'intégrale de l'équation proposée, doublement pério- 
dique, et continue sauf aux points (a+/nrt, fi + n b^ où elle 
devient infinie comme le devenait à l'origine l'intégrale du para- 
graphe précédent. 



— 191 — 

On passe évidemment de suite de l'équation &u = u à l' équa- 
tion 

Att=ÂÎM (k> >0>. 

Nous avons ainsi un type de solutions doublement pério- 
diques de cette équation, qui cesse entièrement d'exister dans 
le cas particulier correspondant à A* 2 = o. 

M. Painlevé adresse la Note suivante : 

De la détermination unique des intégrales d'un système d'équations 
différentielles ordinaires par les conditions initiales de Canchy. 

Dans son savant Traité sur les équations différentielles , dont 
les tomes II et III ont paru récemment ('), M. Forsyth a discuté 
longuement la question de savoir si les conditions initiales de 
Cauchy définissent une solution unique d'un système différentiel. 
Il a formulé ( 2 ), au sujet des deux solutions distinctes que nous 
avons données, M. Picard et moi, de la question, des critiques 
qui ne me semblent pas fondées. 

Je voudrais montrer ici que le procédé qui m'a permis d'établir 
que la solution de Cauchy est unique ne prête à aucune ob- 
jection. 

Il convient, avant tout, de bien préciser la question. Soit 

^ ~dx = f i ( x >y i > -->yn) (i = i,a, ...,/i), 

un système de n équations différentielles dont les seconds membres 
sont des fonctions analytiques des variables complexes x, y K , . . ., 
y ny holomorphes pour x = a,y K = b l9 . .., y /t = b n , par exemple 
holomorphes dans le domaine 

|.r-«|<R, | jki — ^i |< R, ..., |r«-^l<R. 

D'après le théorème de Cauchy, il existe une solution y K (.r), ..., 
y n {z) de (S), holomorphe pour x = a, et qui répond aux condi- 
tions initiales 

y x (a) = b u ..., y n (a) = b n . 



( 1 ) Forsyth, Theory of differential équations, t. II et III; Cambridge, 1900. 

( 2 ) Loc. cit., t. II, p. 4'r47 ct P* 8o-83. 
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Toute solution, holomorphe pour .r = a, qui répond aux mêmes 
conditions initiales, coïncide évidemment avec la solution de 
Cauchy. 

Mais ne saurait-il exister d'autres solutions analytiques 
y K (x), ..., yn{x) de (S), holomorphes dans un certain domaine 

A attenant au point a, mais non au point a, et telles que, x 

tendant vers a à l'intérieur de A, les fonctions y K , . .., y n 
tendent respectivement vers b { , . . . , b„? 

Aucune hypothèse n'est faite d'ailleurs sur le domaine A; A 
peut être, par exemple, compris entre deux spirales qui admettent 

le point a comme point asymptote et dont Tare croît indéfiniment 

quand le point de la courbe tend vers a. 
On peut encore poser la question ainsi : 

Existe-t-il un chemin l aboutissant au point a, tel qu'une 
solution y K (x), . . -,y n (x) de (S) soit holomorphe sur /, sauf 

au point a, et que y K (x), . . ., y /t (x) tendent respectivement 

vers b t , . . ., b„ quand x tend vers a sur 11 

Il est toujours loisible (en modifiant, si besoin est, le chemin /) 
d'admettre que / possède en chaque point une tangente continue. 

Soit s Tare de / compté à partir d'un point x { , positivement dans 
le sens de x t vers a. Quand le point x parcourt / dans le sens po- 
sitif, s croit constamment et tend vers une limite a- quand x 
tend vers a, o- pouvant être égal à 4-00. Par exemple, / peut ad- 
mettre le point a comme point asymptote, et l'arc compris entre 

x K et a peut être infini. 

Insistons enfin sur le sens précis des mots : x tend vers a sur L 
11 n'y a aucun malentendu possible à ce sujet, si / est un chemin 

de longueur finie aboutissant au point a. Mais supposons a in- 
fini : on dit que x tend vers a sur l, si la distance rectiligne xa 
tenv constamment ders zéro quand s croit indéfiniment; autre- 
ment dit, e étant une quantité positive prise d'avance aussi petite 
qu'on veut, on peut trouver une valeur s' assez grande pour que 



* 
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tous les points x de /qui correspondent à s > s f soient intérieurs 

à un cercle de centre a et de rayon e. 

Ces préliminaires admis, on établit le théorème suivant : 

Théorème. — // ri existe pas de solution y K (x), . . .,y n (x) 
de (S), holomorpke sur un chemin l (aboutissant au point a) 
sauf au point a, et telle que y t (x), . . . , y n (x) tendent vers 
b\ > • • • j bn quand x tend vers a s ur l ( * ). 

La démonstration que j'ai proposée ( 2 ) s'appuie sur un lemme, 
aujourd'hui classique, conséquence presque immédiate du théo- 
rème fondamental de Cauchy. 

Lemme. — Soit x , y° { , . . .,y„ des valeurs voisines respec- 
tivement de a, b t , . . . , b n > et soit 

(0 r/= <?/(*, x*,y\, ...,.rî), (* = 1,2, ..., n)\ 

la solution de Cauchy définie par les conditions initiales 

J/(^o)=J?, («= i, a, ...,n); 



( 1 ) C'est pour avoir interprété dans un tout autre sens les mots : « x tend vers a 
sur / » que M. Fuchs (Berl. Sitzungsberichte, 1886, p. 279) et M. Forsyth après 
lui (loc. cit., tome II, p. 8o-83) ont cru devoir nier l'exactitude du théorème 
précédent. Considérons l'exemple le plus simple de M. Fuchs, à savoir l'équation 

dont l'intégrale générale est y = -: : (h const. arbitraire). 

La solution de Cauchy, définie par la condition y(i) = o, n'est autre ici que 
y == o. D'autre part, faisons croître x de \ à 1 par valeurs réelles, en lui faisant 
de plus parcourir (dans le sens positif) le cercle de centre x = o et de 

rayon 1 chaque fois que x atteint une valeur 1 9 {n entier > a); étu- 
dions les variations de la fonction y = -. j quand x décrit le chemin L 

/* "T* JOE X 

ainsi défini. Il est clair que pour les valeurs de x voisines de 1, \y(x) | est très 

petit I par exemple, limW 1 )=opour n = » ; mais x ne tend pas vers. i 

sur le chemin L; le chemin L, tantôt se rapproche du point x — 1, tantôt s'en 
écarte à une distance plus grande que l'unité, un nombre indéfini de fois. 

( 2 ) Voir mes Leçons de Stockholm, p. 19-20 et p. 39^-396. 
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les fonctions <p«(.r, x 0) y%, . . . ,j>'°) sont des fonctions analy- 
tiques des (n -h a) variables x, x , j'J, . . . ,y n , fonctions holo- 
morp lies pour 

Autrement dit, les <p/ sont holomorphes dans le domaine 

|ar — a |< p, | # — a | < p, |j — 6, |< p, . . ., | j — 6« l< p, 
oà p désigne une certaine quantité positive. 

Quand on donne à x , x, y { , . . . , y w des valeurs voisines res- 
pectivement de a, a, b { , . .., b„ t les équations (i) en y ù n • ••..yj 
admettant une solution (et une seule) pour laquelle y*, . . . ,j'J 
sont voisins de 6 I? . . . , ô„, à savoir la solution 

(2) ^=0/(^0, ar,^, ,y n ) y (i = i, 2, ..., n). 

Ce lemme admis, j'effectue le changement de variables 

(3) ^/ =?/(*» «> "i> •••> "«)» (* = 1, a, ••> *)> 
d'où l'on tire 

(4) h/= cp/(a, ar,J'i, ...,7,1) (1 = 1, 2, . . . , n). 

Pour x, y { , ..., y n voisins de #, b s , ..., 6„, les quantités 
Ki, - • . , u n sont voisines de ft| , . . . , b n ; à la solution de Cauchv 
de (S) définie par les conditions initiales x , y*, . . . , y* n , corres- 
pond pour les itiy le système de fonctions Ui(x)=y*. Le sys- 
tème (S) se transforme donc, d'après (3), (4), dans le système (*) 

(S') ~dx = ° (* = ■• *. •••. *)• 

S'il existe une solution y K (x), . . . . y ti (x) de (S) liolomorphe 

sur un chemin / (aboutissant au point a) mais non au point a, et 
telle que y iy . .., y n tendent vers b iy . . ., b n quand x tend 



* (') En effet, la solution de Cauchv, définie pour (S') par les conditions ini- 
tiales u t (x 9 ) = wj, ..., u n (x $ ) = Un, doit se réduire à m,— ?/J, . . ., u n =s u£, 
(quels que soient x % , wj, . .., u%, voisins de a, b t , ..., b n ). Cela n'est possible 
que si les coefficients différentiels de (S') sont identiquement nuls. 



H 
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vers a sur /, il existera une solution W|(#), . . ., u n (x) de (S') 
qui satisfera aux mêmes conditions. Or cette solution, composée 
de fonctions qui, d'après (S'), sont constantes sur /, se confondra 
nécessairement avec la solution de Cauchy u t = b ly . . ., u n = b nf 
ce qui est contre l'hypothèse. 

En un mot, la transformation (3) ramène le cas d'un système (S) 
quelconque au cas d'un système (S'), pour lequel le théorème en 
question est intuitif. c. q. f. d. 

Remarque. — Nous avons supposé que la solution y K (#), . . . , 
y„(x), non holomorphe pour x=a, était analytique sur un 

chemin /aboutissant au point a. Bornons-nous, pour un instant, 
à considérer les valeurs réelles de la variable ; faisons tendre x 
(par valeurs réelles croissantes, par exemple) vers la valeur réelle 
a, et soit y t (x) y ..., y f i(&) un système de fonctions, analy- 
tiques ou non, qui vérifient le système (S) et telles quey t (x), . .., 
y n {x) tendront vers b { , . . . , b n quand x tend vers a. De la dé- 
monstration qui précède il résulte que la solution y\(x), • ••, 
y f i(x) se confond avec la solution de Cauchy ('). 

Plus généralement, soit / un chemin continu aboutissant au 

point a y chemin dont Yarc s existe mais peut croître indéfini- 
ment quand x tend vers a. Supposons qu'il existe un système de 
fonctions y%{x) = Yt(s), ...*y n (x) = Y„ (s), analytiques ou 
non, mais bien définies sur le chemin / ( 2 ), telles que, d'une 



(') H est loisible, en augmentant le nombre des fonctions, de supposer (S) 
réel. La remarque précédente résulte alors aussi bien de la méthode de Cauchy- 
Lipschitz, ou de la méthode d'approximations successives de M. Picard. 

( 3 ) On peut même supposer que / est un chemin continu sans tangente. Soit 
y t {x) une fonction bien déterminée en tout point x de /, telle que le rapport 

Y .( x — f- Aj7 ) — V • ( X } 

— — i ( où x et x •+- àx sont deux points de /) tende vers une li- 

mite y'; (x) quand àx tend vers zéro; si le système y x {x)> ..., y H (x) vérifie 
en tout point de / les égalités 

et si, de plus, y\ (x), ..., y n (x) tendent vers b lt . .., b n quand x tend vers a 
sur /, le système y x (x), ..., y„(x) se confond avec la solution de Cauchy. 
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part, y î} . . . , y n tendent vers 6,, . . . , b n quand x tend vers a 
sur /, et que, d'autre part, les égalités 

ds 
-faT =fi(*,yu ...,J/i) (*=si f a, ...,n) 

HT 

soient vérifiées en tout point de /. La démonstration précédente 
établit que le système de fonctions yi(x), . . ',y n (#) se confond 
avec la solution de Cauchy. 

M. Ripert adresse la Communication suivante : 

Sur les triangles trihomologiques inscrits on circonscrits 

à une conique. 

1. On peut inscrire et circonscrire à toute conique une 
double infinité (P, Q) de triangles trihomologiques à tout tri- 
angle inscrit ou circonscrit donné A et trihomologiques entre 
eux. Les neuf centres d'homologie sont en ligne droite et les 
neuf axes passent par un point fixe, si les triangles A, P, Q 
sont tous les trois soit inscrits soit circonscrits. Si A est inscrit 
et P, Q circonscrits, ou vice versa, les centres du couple (P, Q) 
restent en ligne droite et ses axes concourants; les six centres 
des couples (A, V)*et (A, Q) sont sur une conique et les six axes 
correspondants touchent une au,tre conique. 

2. Les coordonnées étant barycentriques, et étant posé 

soit le triangle A/ inscrit dans la conique t( V — = oj; soit( l ) 



(') Je représente un point par son équation tangenticlle : 

K(a,,*j,a,) et K=2] a . ll <= 
sont équivalents. On est prié de faire la figure. 
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le centre d'homologie de A/ et du triangle circonscrit a/ dont les 
sommets sont les pôles des côtés A*A/, et soit 

Ad on 
l'axe d'homologie déterminé par les points 

A/= OLkUk — Ot/M/ = O 

d'intersection des tangentes aux points A/ avec les côtés A* A/. 
Prenons sur T un point arbitraire ( P f = \ÎP/ M i = o); soient Q/ 
les intersections de T avec les droites P! A/. 

i° Les droites A,Q* concourent, sur T, aw po«7i* P 2 , e* les 
droites A, Q/ aw point P 3 ; 

2° Ze5 triangles A,-, P/, Q/ so/i* <feu.r à deux trihomolo- 
giques. 

En effet, soit ( \*X/m,-= o j l7/iiw$e par rapport à K du point 
P, de T, c'est-à-dire le point 

à cause de 

2È- 



on a 



2 X <=°; 



en d'autres termes, P', est à l'infini. 

L'équation de T est toujours satisfaite, avec cette condition, par 
les six points 

a* a/- ii _. a/ a^ a/ 

P,= T-a/-+- r «A+ t-«/=0, Q/= s-W/-+- r- M*H- r-W/=0. 

A l À, A 3 A/ A/ A* 

Les droites (A/P,, A*P/, A/P A ) concourent aux points/?/ et les 
triples de droites (A/Q/), (A/Q*), (A/Q/) concourent respecti- 
vement aux points qi : 
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Enfin les triples (P/Qi), (PiQa), (P/Q/) concourent respecti- 
vement aux points A/. 

Les équations des axes d'homologie ir/, '^4, 8/ correspondants 
sont 

X/ X/ X* 

TT/ = — X(-\ Xk H Xf = O, 

*/ «A- «/ 

Xi Xj Xj ^ xk x/ 
y/= — svh Xk-) xi = o, 0/= =0. 

Les neuf centres sont sur A ; les neuf axes passent par K ; 
d'ailleurs, chaque axe est la polaire du centre correspondant. 
Si le point P t est pris en 

AJ= 28jtMjt+ 101(U/ — a/W/= o 

sur une droite 8,, deux points P et Q s'y confondent; les triangles 
A,- et A^ deviennent tétrahomologiques , les quatre centres étant 
K et les points A,- (2a/w/ — «*#* — a/w/= o); les axes sont A et 
les droites 

*/ «a- */ 

3. Considérons maintenant le triangle. a,- (n° 2), circonscrit à T, 
A| étant le triangle des points de contact. Ces deux triangles 
sont, comme on sait, tétrahomologiques (centres K et a<). 

Les triangles ai et P/, a t et Q/ sont trihomo/ogiques, car les 
droites («,P|, tf*P/, #/P*) concourent en 

w/=a*[Xi t X / (X^X/H-X?)-hX?(XxXr--X / , )]a t -ha^(XiX / -- XiX/— X? X/)tt* 

-+-a,(X/ X*— X/X/— X/XJ) a/ = o, 

et les triples (a/Qi), (ût/Qa), («iQ/) concourent respectivement 
aux points ^/ 

/»/=a/[X*^/(^X/^X;;H-X?(X Jt X/~X?)]a / 4-a^(X;X^-X/X/-X?Xi)ii X : 

-*-«/(***/ — XJX/-XJX?)m/ = o. 

Z,<?5 points mi et ni sont sur une conique, comme on le 
reconnaît en calculant une Pascale (voir au n° 5). Les axes 



là 
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d'homologic correspondants ont pour équations, en posant 
T j_ i i 

X* Y/ X/ 

L/ . L/ La Li Lj L 3 

K< = — a?/ -i a\fcH X( = o, Vj ; = — 27 H Xk-\ x t = o. 

*/ «A a/ a/ a* a/ 

Ces s£r axes touchent une conique; on le reconnaît en cal- 
culant un point de Brianchon. 

En tenant compte du principe de dualité, le théorème (n° 1) 
est entièrement démontré. 

4. Les triples ( A//?,), (A//?*), (A//?/) concourent aux points P,; 
les droites (A/^/, A*<jr/, A/<jr*) concourent aux points Q/ ; les droites 
(A/A/, A* A/, A/ A*) concourent aux points A/. Donc, les triangles 
dégénérés /?/, y/, A/ sont les complémentaires du type Bro- 
cardien des triangles P/, Q,- t A/ au sens indiqué par M. Jahnke 
(Ueber dreifach perspektivische Dreiecke; Berlin, 1900). 

Les triples (a/ m/), (a/m*), (a/ m/) concourent respectivement 
aux points P,-; les droites (a//i/, a*/i/, a//i*) concourent en Q/. 
Les triangles (véritables) /w/ et /i/ sont donc les complémentaires 
du type Brocardien des triangles P/ et Q/, par rapport au triangle a/. 

5. Les propriétés du n° 3 se démontrent plus aisément en pre- 
nant le triangle a/ pour triangle de référence. Soient, par rapport 

à ce triangle, 2a~ = ° e * ^Y'^'^ ° ' es équations correspon- 
dantes de K et de A. La conique T a pour équation 

Elle passe toujours, avec la condition jjl« 4- jju -f- jjl 3 = o , le 
point V |À/â?i=o n'étant autre, par rapport au triangle a/, que 
le point P', (n° 2), par les six points 

Yi 72 Ï3 Tt Y* Ï3 

La vérification des propriétés du n° 3 est alors presque immé- 
diate. 

Il est aisé de développer les bases qui précèdent. On peut dé- 
montrer, par exemple, que les triangles //*/ et /i,, trihomologiques 
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à *//, le sont aussi à A,-, que les six centres M,- et N { - des couples 
(A, m) et (A, n) forment deux triangles trihomologiques à a et A, 
les nouveaux centres (m' n n]) formant deux triangles également 
trihomologiques à a et à A, etc., et reconnaître qu'à chaque triangle 
correspond un triangle complémentaire du type Brocardien. 

M. fioREL adresse la Note suivante : 

Sur le prolongement analytique de la série de Taylor. 

J'ai indiqué, dans mon Mémoire sur les séries divergentes 
(Annales de V Ecole Normale, 1899, p. 65) comment la connais- 
sance d'un développement en série de __ m convergent dans une 

région A, plus grande que le cercle de rayon un, permet d'obtenir 
un développement analogue pour une fonction quelconque. Je 
voudrais signaler ici une formule particulièrement simple, que 

l'on obtient en prenant pour - l'un des développements que 

fournit la série de Taylor. On a 

Le (n -h i) ièmc terme de cette série s'écrit, en désignant par CJJ 
les coefficients binomiaux, 

Dès lors, soit 

/(z) = « + «i- -r-a t z*-+- . . . -+- a H z n -+- . . . 

une série de Taylor, dont le rayon de convergence n'est ni nul ni 
infini. En posant 

le développement 

/(-)=2 P/,(5) 

est convergent dans une région aisée à déterminer, et qui dépasse 
le cercle de convergence en tout point non singulier. 
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Iiea «éauce* de la Société mathématique ont lieu les 
liremier et troisième mercredis de elinque mole à 
H heures et demie. 

Depuis le i (l JTIars IfMMI les séance* de la Société ont 
lieu dans une salle de la Faculté des Sciences (entrée 
place de la Sorboniie. escalier tout au bout de la gale- 
rie, deuxième étage a droite)* 

lies Membres de la Société ont dû recevoir une carte* 
portant le timbre du Secrétariat, leur donnant accès à 
la Bibliothèque de l'Université, et fournissant à ce sujet 
les renseignements nécessaires ; ceux qui ne l'auraient 
pas reçue sout priés d'en informer le Secrétariat» 

lia correspondance peut être adressée* soit à la 
Faculté des Sciences, place de la Sorboune, soit au domi- 
cile de l'un des secrétaires, de préférence à JI. Hlutel* 
sauf ce €|iil concerne la rédaction du Bulletin €|ul doit 
être adressé de préférence à m* JBorel* 



AVIS. 



Dans sa séance du :• février îSSii, le Conseil do la Société ma- 
thématique de France a décidé qu'à l'avenir tout Membre de la 
Société qui voudra compléter ha collection du Ihilletin aura le 
droit personnel de le faire, une seule fois pour chacun des volumes 

publié* avant m.ui admission, aux prix suivants : 

Le volume* 

fr 

l>i\ volume* au moine \ ,<»o 

|h; riiiij .1 iu'ii f \nltniioï» 5, «mi 

.Mniu> «I'* ciinj vi'luiiu"* h,o<» 



l>ans sa séance du ><S février ii)<»o, le Conseil de la Société 
mathématique de Franc*- a décidé qu'à Tau'iiir tout Membre de 
la Société, auteur d'un travail f/urltun/fite inséré» dans le Bulle- 
tin et délirant en obtenir de> tirages à part, devra en faire la 
demande en retournant l'épreuve corrigée. 

Si le nombre demandé ne dépare pas <:inquttnt(\ les frais du 
tiram: à p.i'.t mioiiI faits» par la Société. 



('.oiiforméiiieiit à «le^ dcei*iuii> prise* parle Conseil et par la 
t '.oiiiuiUmoii d'impre-'iioii : 

i" Le /////A-////, d. puis le Ti'iin XWll, paraît tOUS les 

trois mois. 

•»■' Les auteurs d< tour. les ua\au\ destinée au lUillo.tin sont 
instamment priés «1 iuM-nre rn tèu- de h ms manuscrits la 
ela^ilie.ilion que leur .i*si^iie. d'apio le Mijet traité, V Index d(4 
lléfirrtf'irc ///////. ç'/*///y/#/ y ^/r* des .V'/»7/ri.'\ m<t t hrmutifjtlCS . 

.)'* IU sont éjialenn-nl invité- à ne pas déparer, autant (pie pos- 
sible, ht pioporiiuii de une figure pour quatre pages de texte 
imprimé. 
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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS. 



MÉMOIRE SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DONT L'INTÉGRALE GÉNÉRALE EST UNIFORME; 

Par M. P. Pai.nlevê. 

1. La détermination des transcendantes uniformes définies par 
les équations différentielles algébriques est un problème qui se 
trouve posé en fait depuis les travaux d'Abel et de Jacobi sur 
l'équation 

C'est l'étude de cette équation qui a engendré la théorie des 
fonctions elliptiques, et (par extension) celle des fonctions uni- 
formes. Cette dernière théorie une fois fondée, il s'agissait moins 
de construire artificiellement des transcendantes nouvelles que de 
découvrir, dans l'immense famille des transcendantes uniformes, 
celles qui peuvent servir à intégrer les équations différentielles. La 
fonction exponentielle, les fonctions elliptiques étaient les pre- 
miers types de telles fonctions : on ne tarda pas à en découvrir 
d'autres, à savoir : les fonctions abéliennes, puis les intégrales 
uniformes des équations différentielles linéaires; enfin, les fonc- 
tions fucksiennes ou automorphes, hyperfuchsiennes, etc. 

Mais l'étude de ces nouvelles transcendantes, si importante 
qu'elle fût, ne permettait en aucune manière d'épuiser le pro- 
blème qui se posait dès lors naturellement : 

Déterminer toutes les équations différentielles algébriques 
du premier ordre, puis du second ordre, puis du troisième 
ordre, etc., dont V intégrale générale est uniforme. 

Ce problème, abordé dès i856, dans des cas particuliers, par 
Briot et Bouquet, Méray, Wcierstrass, a suscité, dans le cours de 
ces vingt dernières années, les efforts de nombreux géomètres, 
parmi lesquels il suffit de citer MM. Fuchs, Poincaré, Picard, 
Miltag-Lcffler, Fransen, Wallenberg, Forsyth. Pour les équations 
du premier ordre, la question peut être regardée comme élu- 
xxviii. i3 
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cidée ('); mais dès qu'on passe du premier ordre au second, des 
difficultés d'une nature toute nouvelle interviennent, sur lesquelles 
je crois utile d'insister. 

2. Considérons une équation du second ordre 

où P et Q sont des polynômes en x, y, y'; et soient x , y , y' Q des 
valeurs qui n'annulent pas à la fois P et Q. On sait étudier, dans 
le voisinage de x , l'intégrale ^(.r) définie par les conditions ini- 
tiales y (# )=y ,/(.To) =y o . Quand x , y , y annulent à la 
fois P et Q, le point x , est, en général, une singularité transcen- 
dante des intégrales y(x) définies par ces conditions initiales, 
et c'est seulement dans des cas particuliers que les méthodes de 
M. Poincaré (en dépit de perfectionnements récents) permettent 
d'étudier ces intégrales; on conçoit cependant qu'il soit possible 
d'étendre ces méthodes à des cas de plus en plus généraux. Mais 
quand on poursuit l'élude d'une intégrale y (x) le long d'un 
chemin quelconque du plan des x, il arrive qu'on rencontre des 
points singuliers x=a d'une nature toute différente : à savoir 
des points x = a tels que y ou y' ne tende vers aucune limite 
(finie ou non) quand x tend vers a. 
Considérons, par exemple, l'équation 

, y*(i + i) 

y = 9 

J y 

dont l'intégrale générale est 

y = (Aa? -+- B) 1 ', (A, B constantes arbitraires). 

Quand x tend vers le point d'affixe — -r- sur une direction quel- 
conque ( 2 ),y(x) est indéterminé. Une infinité de valeurs de y 
se permutent, d'ailleurs, autour de ce point qui esta la fois point 
essentiel et point critique de ^(.r). 



(') Les transcendantes uniformes introduites par les équations du premier 
ordre sont, d'ailleurs, réductibles aux transcendantes classiques, comme M. Poin- 
caré l'a montré le premier. 

(*) Il est facile de former des exemples oùy(x) est indéterminé quand x tend 
vers a sur un chemin /, quel que soit le chemin adopté (voir le n° 18). 
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On conçoit immédiatement la profondeur de la difficulté que crée 
l'existence possible de telles singularités, variables avec les con- 
stantes d'intégration et que rien ne met en évidence sur l'équation 
différentielle. Comment étudier l'intégrale y (x) dans le voisinage 
d'un de ces points où la valeur de y (x) est indéterminée? Com- 
ment exprimer notamment qu'un tel point n'est pas critique, c'est- 
à-dire ne donne pas lieu à des branchements de l'intégrale? Com- 
ment surtout décider si de telles singularités existent ou non? 
A toutes ces questions, les méthodes dérivées de la doctrine de 
Cauchy semblaient incapables de répondre. Un tel obstacle pou- 
vait donc, à bon droit, être regardé comme insurmontable. C'est 
l'opinion qu'exprimait M. Picard dans le dernier travail qu'il ait 
consacré à ce genre de problèmes. Après avoir insisté sur l'exis- 
tence des singularités essentielles mobiles, l'illustre géomètre 
aboutissait à celte conclusion que, seule, l'intégration d'une équa- 
tion différentielle (j'entends sa réduction aux quadratures et aux 
équations linéaires) permettait d'affirmer l'uniformité de son inté- 
grale. « Ces réflexions, ajoutait-il, ne sont pas, en définitive, très 
encourageantes. Il est peu probable que les équations d'ordre 
supérieur, à points critiques fixes, puissent conduire à l'étude de 
transcendantes nouvelles. » {Acta mathematica , t. XVII; 1893.) 

3. C'est cette difficulté dont je suis parvenu à triompher dans 
le cours de ces deux dernières années. J'ai pu, en particulier, 
résoudre explicitement le problème suivant : 

Parmi les équations 

(E) y=K(*,r,/)> 

où R est rationnel en y, et algébrique en y } x, déterminer 
toutes celles dont l'intégrale générale est uni/orme ( , ). 

Ces équations se laissent répartir en quinze classes, parmi les- 
quelles trois classes définissent des transcendantes méromorphes 
essentiellement nouvelles. Je citerai seulement les deux pre- 



(*) Aucune autre hypothèse que l'uniformité n'est faite sur l'intégrale y (x): 
elle peut, a priori, présenter des singularités essentielles mobiles de nature quel- 
conque 



é 



mières. Ces deui classes sont réductibles [par une transforma- 
tion algébriquey=/(Y, X), # = cp(X)] à un des types 

(i) y=oiy*+$x + y» 

(II) j' (r =a^ , -F(P^-+-Y)7"f-5, 

a, (3, y» ^ désignant des constantes numériques. Si (3 = o, l'équa- 
tion (I) définit les fonctions elliptiques, et, si a = o, des poly- 
nômes; d'autre part, si oc^^o, la transformation jrz=XYj 
x = u.X -f-v permet de donner à a la* valeur 6, à (3 la valeur i, 
à y la valeur zéro. De même, dans l'équation (II), il est loisible 
de supposer a = 2, (3= i, y = o. Bornons-nous donc à consi- 
dérer les équations 

(l) y = $y*-+-x, 

(a) y= a^ a -+- ay •+- 8. 

Les intégrales de ces deux équations sont des /onctions mé- 
romorphes essentiellement nouvelles. 

Puisqu'elles sont méromorphes, il est évident qu'elles sont 
représentables par le quotient de deux fonctions entières; mais, 
ce qu'il importe de remarquer, c'est qu'on peut choisir ces fonc- 
tions entières de manière qu'elles vérifient une équation différen- 
tielle très simple du troisième ordre. 

Pour l'équation (i), il suffit de poser 

z = %y % — xy, u = c^ Zfix ; 

la fonction u(x) est une fonction entière qui vérifie l'équa- 
tion 

s 9 * u* 

(3) h a*'* -f-avs' — z = o, où — = z, 

v ' a u 



et l'on a 

m » — uu 



s _._.■ 



r = 



Pour l'équation (2), si l'on pose 

z =y'* — y — xy* — a$y, u = e-*" 5 **, v = uy, 
les Jonctions u, v sont des fonctions entières qui vérifient le 
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système du troisième ordre 

(4) uu'-u^ + i'^o, (u'v — vu') 1 = t>* -f- XW J W* -f- (îOP -+- m')!* 1 , 

et Ton a 

J u 
De plus, soient 

nz x =z—y, iz % = z-+-y, 

les fonctions u t =e s *i dx , u 2 = e f ** dx sont deux (onctions e/i- 

tieres qui vérifient respectivement une équation du troisième 

ordre facile à former, et l'on a 

u\ ± u\ 

U = M|ttj, V = U t U\ — W, U|, y = —± > i.- 

Les fonctions entières w, y définies par les équations (3) ou (4) 
sont des transcendantes entières essentiellement nouvelles. 

4. Les équations (i) et (2) doivent être regardées comme inté- 
grées au sens moderne du mot, exactement comme l'équation 

est intégrée par le quotient de deux fonctions 9. Si Ton définit 
l'intégrale y {oc) de (1) ou de (2) par les conditions initiales 
x iy 0j y' , la fonction y(x) est représentée parle quotient de deux 
séries entières en (x — x ), séries qui convergent dans tout le 
plan des x et dont les coefficients se calculent par des dérivations 
successives. Ces coefficients sont des polynômes en x , yo^y'^ 

C'est là un résultat dont le caractère me semble entièrement 
nouveau. Depuis la fondation du Calcul intégral, toutes les 
équations qu'on a réussi à intégrer (au sens le plus large de ce 
terme) sont réductibles à des combinaisons d'équations linéaires 
et de quadratures. D'une façon générale, c'est parce qu'on con- 
naît la manière dont les constantes figurent dans l'intégrale qu'on 
sait étudier cette intégrale. Même les équations qui définissent 
les fonctions fuchsiennes n'échappent pas à cette remarque. Les 
équations (1) et (2) constituent donc le premier exemple 
connu d'équations qui se trouvent intégrées à Vaide des prin- 
cipes de la théorie des fonctions, sans être réductibles à au- 
cune combinaison d'équations linéaires, de quadratures et 
même d'équations du premier ordre. 

J'ajoute que le caractère précis des types canoniques (1) et (2 
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ne doit pas faire méconnaître le degré de généralité des équa- 
tions différentielles qu'intègrent les nouvelles transcendantes. 
C'est ainsi que, parmi les équations de la forme 

(5) y = a(x)y'-h b{x)y^-^ c{x)y H- d(r), 

celles qui sont réductibles algébriquement à la forme (i) ont 
leurs coefficients «, b f c, d assujettis à une condition unique; 
elles dépendent de trois fonctions arbitraires de x, et consti- 
tuent une classe qui a la même généralité que celle des équations 
linéaires (non homogènes) du second ordre. 

5. Pour parvenir aux résultats que je viens de résumer, il m'a 
fallu constituer une double méthode qui répondît à ce double 
objet : i° former des conditions nécessaires (nouvelles) pour 
qu'une équation ait ses points critiques fixes ; 2° décider si ces con- 
ditions sont ou non suffisantes. 

Cette double méthode permet aussi bien de résoudre le pro- 
blème suivant (un peu plus général que celui que j'ai énoneé au 
début du n°3) : 

Parmi les équations (K) où R est rationnel en y 3 y algé- 
brique en y y analytique en x, déterminer explicitement toutes 
celles qui ont leurs points critiques fixes ( ! ). 

Ce n'est pas le souci d'une généralisation facile qui m'a con- 
duit à cette extension du premier problème; c'est la marche 
même de la solution qui me Ta imposée. Pour exprimer que l'in- 
tégrale générale d'une équation différentielle est uuiforme, il faut 
exprimer d'abord qu'elle n'admet pas de points critiques mobiles; 
et pour simplifier les conditions ainsi obtenues il est indispen- 
sable d'employer certaines transformations, algébriques par rap- 
port à la fonction, mais où la variable indépendante peut figurer 
sous forme transcendante. Ces transformations introduisent des 
points critiques fixes et ne conservent pas à l'équation son carac- 
tère algébrique par rapport à x. 

La même méthode s'applique d'ailleurs sans modification à 

(') Le nom de points critiques est réserve exclusivement aux points singuliers 
(isolés ou non) autour desquels deux branches au moins de y{x) se permutent. 
Les points critiques sont dits mobiles ou fixes suivant qu'ils varient ou non avec 
les constantes d'intégration. 
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tous les systèmes différentiels algébriques du second ordre. C'est 
ainsi qu'elle permet de déterminer toutes les équations à points 
critiques fixes de la forme 

(6) PO^', 7, *)=<>, 

où P est un polynôme en y", y, du second degré en y", algé- 
brique en j', x. 

Quand Tordre différentiel du système s'élève, il y a lieu de dis- 
tinguer entre les deux parties de la double méthode : la première 
partie (recherche des conditions nécessaires pour que les points 
critiques soient fixes) s'étend d'elle-même aux équations diffé- 
rentielles d'ordre quelconque et fournil, presque sans calculs, des 
conditions très précises; la seconde partie (discussion des condi- 
tions suffisantes) entraîne au contraire des complications qui 
croissent avec l'ordre différentiel du système. 

Ces résultats, et beaucoup d'autres qui s'y rattachent, ont été 
exposés succinctement dans une suite de Notes des Comptes 
rendus de V Académie des Sciences de Paris (1898, 1899, 'î) 00 )* 
Us feront l'objet de plusieurs Mémoires étendus, dont le premier 
va paraître dans les Acta mathematica. Mais comme la méthode 
employée s'applique à une foule de problèmes (problèmes de 
Mécanique, problème de M me Kovvalevski et analogues, inversion 
des différentielles totales, etc.), j'ai cru utile de détacher de ces 
Mémoires un exposé complet de la méthode dans le cas le plus 
simple. 

Ce travail renferme en particulier : 

i° La détermination explicite de toutes les équations à points 
critiques fixes qui rentrent dans la classe 

(£) y" = a (x)y' + ù(x )y*+ c(x)y -h d(a- ); 

2 La démonstration des propriétés fondamentales de l'équa- 
tion 

(F) y = ùy*+x; 

3° Une première élude des conditions que doit vérifier une 
équation du troisième ordre (ou d'ordre supérieur) pour que ses 
points critiques soient fixes. Celte étude met en évidence le rôle 
considérable que sout appelés à jouer, dans l'élude sysléma- 



r 
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tique des équations dill'érentiellesà intégrale uniforme, les travaux 
de M. Poincaré sur les fonctions automorphes (fuchsiennes et 
kleinéennes). 

D'une manière générale, considérons un système différentiel 
(algébrique) quelconque, dont l'intégrale ne dépend que d'un 
nombre fini de constantes, et proposons-nous d'étudier son inté- 
grale au point de vue de la théorie des fonctions : par exemple, 
deTechercher si cette intégrale est uniforme, ou ne possède qu'un 
nombre fini de branches, ou est dénuée de singularités transcen- 
dantes, etc. C'est à la double méthode que j'expose ici qu'il con- 
viendra d'avoir recours. Lors même qu'on se restreint au domaine 
réel, la méthode ne perd rien de son importance. Si, par exemple, 
on sait montrer que les intégrales réelles d'un système différen- 
tiel réel sont dépourvues de singularités transcendantes (en même 
temps que de points singuliers algébriques autres que des pôles), 
l'intégration quantitative du système est effectuée; j'entends par 
là qu'on peut former des séries convergentes qui représentent les 
intégrales réelles dans tout le champ réel. 

RECHERCHE DES CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR QU'UNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE AIT SES POINTS CRITIQUES FIXES. 

" 6. Principe de la méthode. — Considérons une équation dif- 
férentielle ou un système d'équations différentielles algébriques('): 
soit, pour fixer les idées, le système 

(as = *<*.**>, 

où H et K sont des fractions rationnelles en ,r, y y z. Pour ex- 
primer que le système (S) a ses points critiques fixes, nous nous 
appuierons sur le le m me suivant : 

Lemme. — Supposons que H et K dépendent analytique- 
ment d'un paramètre a et soient holomorphes pour a = o ( 2 ) j 

(') La méthode s'applique aussi bien à tout système d'équations aux dérivées 
partielles dont l'intégrale générale ne dépend que d'un nombre fini de constantes. 
(') Les valeurs x,y, z étant prises au hasard et non d'une façon particulière. 
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si l'intégrale générale du système (S) est uni/orme quel que 
soit ol (sauf peut-être pour a = o), elle est uniforme encore 
pour ol=o, et les développements de y{x), z(x) suivant les 
puissances de ol ont comme coefficients des fonctions uniformes 
de x. 

Ce lemme bien intuitif est une conséquence immédiate d'un 
théorème aujourd'hui classique de M. Poincaré. Représentons, en 
effet, par(S ) le système (S) où Ton a fait a= o, par^(#), z(x) 
la solution de (S) que définissent les conditions initiales x ,y 0j £ , 
par Y(x),7j(x) la solution analogue de (S ). Soit enfin L un che- 
min fermé (parlant de x et y revenant), le long duquel Y (x) et 
Z(#) sont holomorphes [ainsi que H(#, y, z) y K(#, y, z) pour 
\y — Y |, | z — Z | et | a | petits]. Développons^(#) et z (x) sui- 
vant les puissances de a 

y = Y(j) + a/,(.r) + **yi(x) -+-••• > 
z = Z(j-) -+- zz x (x) -+- %*z % (r) -h. . .; 

ces développements convergent sur L pour |a| inférieur ù une 
certaine quantité positive /*. Supposons qu'un des coefficients 
Y(x), y K (x), . . ., Z(x), Zi(x), . . . [yi(x) par exemple] ne soit 
pas uniforme : il est loisible de choisir le contour L de façon ù 
revenir au point x avec une valeur deyi(x) différente de la va- 
leur initiale; dans ces conditions, la fonctionna?) ne saurait re- 
prendre non plus sa valeur initiale et ne serait pas uniforme. 

c. Q. F. 1). 

On montre de la même manière que, si le système (S) a ses 
points critiques fixes pour | a | < p (sauf peut-être pour a = o), 
les fonctions Y(x),y { (x), .., Z(#), z t (x) f ... ont, elles aussi, 
leurs points critiques fixes (indépendants de x ,y , 3 ). 

7. Ce lemme établi, la méthode consiste à introduire, dans le 
système différentiel donné, un paramètre a tel que le nouveau 
système ail sûrement ses points critiques fixes en même temps 
que le premier, et qu'il soit intégrable pour a = o. Les fonc- 
tions Y(.r ), y { (x), . . ., Z(#), z K (a:), . . . sont alors déterminées 
par des quadratures ( ! ), et, en exprimant qu'elles ont leurs points 

(') ttcippclons les principes bien connus qui permettent d'effectuer le cléve- 
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critiques fixes, on obtient explicitement des conditions néces- 
saires. Le système différentiel une fois simplifié par ces pre- 
mières conditions, on lui applique à nouveau le même procédé, 
et ainsi de suite, jusqu'à ce que le procédé ne donne plus de con- 
ditions nouvelles. 

Précisons sur le svstème (S). Soil z = g(x , y ) un pôle des 
fonctions H(,r , y , 5), K(# > J'o» s)« En remplaçant z — g{x>y) 
par Z, il est loisible de supposer g(x,y) = o J et d'écrire (S) 
sous la l'orme 

(7) - ,,l ^=Ho(^7)-+--H i (.r, tr )-»-..., z» £^ = K Q (x y y)-{-zK i (x,y)-+-... y 

loppcment âe y(x), z(x) suivant les puissances de a. Soit 

(£) y=V(x 9 h,k f ai), z = G{x, h,k, *) 

l'intégrale générale de (S), où h, k désignent les constantes arbitraires (par 
exemple les valeurs de y, z pour x = x ). 

Les fonctions F (a), G(a)les plus générales qui représentent l'intégrale de (S) 
s'obtiennent en remplaçant, dans ( £ ), h et À* par des fonctions arbitraires de a, soient 

h = /1,,-1-a-y H j /i -4-..., k = À' -t-S — H y A -+- 

Développons F et G suivant les puissances de a, en posant (pour simplifier) 

l ? (x,h 41 k„o) = ?(xJi 91 k 9 ), I -^ (*, A»i *„*) = ?t (*> /«o> *•)»•• •• 

jj (ar, A„ *„a)J _ = <M*i A» *•)» -• ; 
F(j:, /*, A-, a) = 9 -h a U|- /*' -h ~- A' -f- o,j 

i.a lôh 2 dk, 2 \e)/i, ° àk 9 % 



il vient 



== 9 -h a «l>, -+- a : 4> 2 -h . . . , 
G (x, /«, A, * ) » * + « (^J- /•'„ + ^ *'„ + 4,,) 

= 4/-+-aV,4-a 2 T a -+-.... 






On voit que les couples successifs de coefficients (♦(, M\), («t» 2 , *T a ), ... renfer- 
ment chacun (et sous forme linéaire) deux nouvelles constantes (A'o,A<t), (AJ, A 0), ..., 
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les seconds membres étant holomorphes et différents de zéro pour 
z = o, et l'un au moins des entiers m, n étant positif ( f ). 

Je dis d'abord que, si m < n -+- 1 , le système (S) a des points 
critiques mobiles ( 2 ). Posons, en effet, 

le système (S) devient ( 3 ) 

(S') * m 'j£ =Ho(a-o»ro) -»-«(...)» * n rf | = K (jr »^o; -*-«(...)• 

En vertu de la transformation (8), (S') a ses points critiques fixes 
en même temps que (S) (sauf peut-être pour a = o); pour a== o, 
le système (S') se réduit au suivant : 

ffy dz 

i 



système dont l'intégrale z = [(n -f- i)k x+ const.]""*" 1 a un point 
critique mobile (n étant positif). En vertu du lemme, (S) ne saurait 
avoir ses points critiques fixes. 



et vérifient, par suite, un système de deux équations linéaires 

d<p. d*V 

(»■•) -g^ + p{x)<P l + q{x)V i = u i (x), -^ +r{x)+ i +s{x)Y i =v i (x) 

( I =r I, 2, J, ► . .), 

où les fonctions /?, q, /•, s sont indépendantes de l'indice /, tandis que les seconds 
membres w-, v t s'expriment à l'aide des fonctions*, *I", d'indice inférieur à i. L'in- 
tégrale du système linéaire sans seconds membres est 

*' = 3iÇ a + dk. *' M '' = Sa; a + 3F. *' (a> * const - arbitraires ). 

et l'intégrale du système (?■) s'obtient par quadratures, d'après la méthode de 
la variation des constantes Pour former explicitement chaque système (»,-), il 
suffit de remplacer y par ? ■+• a 4»,-+- . . ., z par ty -♦- aV, + .. . dans (S), et d'é- 
galer les coefficients des mêmes puissances de a dans les deux membres. 

(') D'une manière systématique et pour ne pas compliquer les notations, une 
fois le changement de variable effectué, nous supposons qu'on écrit, dans le 
nouveau système, x, y, z à la place e X, Y, Z. 

( 2 ) Cette proposition est bien facile à établir directement (voir, par exemple, 
mes Leçons de Stockholm, p. 4'» I -4 2 7 )• 

( 3 ) Je représente par le symbole a(...) une fonction de a, x, y, s, x ot y\ 
qui, pour a = o (et pour x, y, z> x , y pris au hasard) est holomorphc et 
nulle. Pour a = o et pour des \h\cmt%' exceptionnelles de x,,, y 91 , cette fonction 

peut être ici de la forme - • 

o 
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Soit donc m^/i -+• i . On peut supposer n = m — i , à condition 
d'admettre que, dans les équations (7), K (x,y) peut être iden- 
tiquement nul. La transformation 

(9) x = x Q -h a wl X, z = clZ 

substitue a (S) le système 

(S') *'»^ = H (*o,.r)-*-«(...), zm ' 1 ^ = K (*o, y) + «(...); 

pour a = o, ce système se réduit au système intêgrable 

s w ^=T)O0, s"" 1 5J = *(7)> h=Ho(*o,.r)> * = K (*ai.r)l» 
système qui peut s'écrire : 



J r,(y) 



Ce système doit avoir son intégrale uni/orme. Plus générale- 
ment, si l'on développe l'intégrale ^ (x ), z (x) de (S") suivant les 
puissances de a, les coefficients sont des fonctions de x données 
par des quadratures; il faut que ces fonctions aient leurs points 
critiques fixes. 

Ces conditions doivent être appliquées à tous les pôles 
z = g(y y x)[oay = h(x)] des coefficients différentiels de (S), 
ainsi qu'aux valeurs z = oo (ou y = 00) à l'aide de la transformation 

5 = i( 0U •>- = *)• 

8. Ces premières conditions obtenues, on considère les valeurs 
y = g(x), z = h(x) qui donnent aux coefficients différentiels la 

forme -» valeurs qu'on peut toujours supposer finies et identi- 
quement nulles. On pose alors 

x = jt -i- oc'X, / = x/Y, z = z f Z, 

en choisissant les entiers positifs /, y, / de façon que les nouveaux 
coefficients différentiels soient holomorphes pour a = o. Pour 
a = o, le système (S w ) ainsi obtenu est intêgrable; car il ne change 
pas quand on lui applique la transformation précédente oùx et a 
sont arbitraires : si donc un des entiers y, / est nul, soit y, la 
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fonction x(y) est donnée par les quadratures x = f dye^^x )d x 

où p est connu algébriquement; si m'y ni / ne sont nuls, on pose 

u=—j> et x(u) est donné par les quadratures x(u) = f due s 9^ du . 

11 faut exprimer que, dans le développement de l'intégrale de (S w ) 
suivant les puissances de a, les coefficients (qui sont donnés par 
des quadratures) ont leurs points critiques fixes. 

Quand les coefficients différentiels H et K de (S) sont non 
plus rationnels mais algébriques en x, y y z, les mêmes procédés 
doivent être étendus aux singularités algébriques de H, K. 

APPLICATION DE LA METHODE AUX ÉQUATIONS 

y= R(x, y, y'). 
9. Appliquons la méthode précédente aux équations 

P 

oùR=^r désigne une fraction rationnelle irréductible en y, y\ 

x figure analjtiquement. 

Pour que l'équation (i) ait ses points critiques fixes, il faut 
d'abord (comme il est bien connu) que R soit un polynôme en y' 
'du second degré ad plus (* ); soit donc 

(E) y r =L(ar,^)y»-+-M(ar,7)y-4-N(ar,^), 

où L, M, N sont des fractions rationnelles de y analytiques en x. 
Ce point admis, posons x = x -f- otX; l'équation devient 

(E') y =L(a7 ,r)/ î + «(-••)• 

Pour que l'équation (E) ait ses points critiques fixes, il faut donc 
que l'équation 

ait son intégrale générale uniforme. 



(») Voir, par exemple, mes Leçons de Stockholm (p. 396-409). 
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Ces premiers résultais rentrent au fond dans ceux du n° 7. Tout 
d'abord, pour voir que R est un polynôme en y , il suffit d'écrire 
l'équation (i) sous la forme : 

dy dz _. . 

et d'appliquer la condition n'S.m — i aux pôles z = g(x, y) de R ; 
m étant nul ici, cette condition ne peut être vérifiée si ces pôles 
existent; R est donc un polynôme en y. 

Pour voir ensuite que ce polynôme est du second degré au plus, 
il suffit d'écrire l'équation (i) sous la forme 

dy ' dz l ri / x /m 

q désignant le degré de R en y . Appliquons encore la condition 
n^m — i ; ici, m = i , n = q — 2 \ donc q est égal ou inférieur à 2. 
De plus, la transformation (9) du n° 7 est ici 

x = Xq-\- aX, ,3 = aZ, 

et le système auquel elle conduit se réduit, pour a = o, au système 

dy \ dz . 

qui équivaut à l'équation (e). 

Un problème préliminaire s'impose donc : Déterminer toutes 
les équations (e) dont l'intégrale est uni/orme. 

10. Détermination de toutes les équations y =y' 2 l(y), dont 
l'intégrale générale est uniforme. 

Il est facile de résoudre ce problème en le ramenant à la déter- 
mination de groupes fuchsiens particulièrement simples; il suffit 
de remarquer que l'intégrale générale d'une équation (e) est de la 
forme y = F(C# -f- Ci), C et d désignant deux constantes arbi- 
traires. Mais nous n'aurons recours ici qu'aux principes de la 
méthode développée au n° 7. 

Je montrerai d'abord que la fonction l{y) n'a que des pôles 
simples. 

Soit, en effet, y = /* un pôle d'ordre * de l(y). Il est loisible, 



* 
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en augmentant^ de /*, de supposer h = o. Ecrivons l'équation (e) 
ainsi : 

la transformation 

substitue à ce système le suivant 

Ordonnons l'intégrale ^(.r), s(j?) de ce dernier système suivant 
les puissances de a; il vient 



«</-!> , , / a: -f- G 



fi /*+-C\ 



«- ^--a(...), (c = -* -^) 






L'équation (e) ne peut donc avoir ses points critiques fixes si i est 
plus grand que i. c. q. f. d. 

Si e = i , le système (<?') se réduit, pour a= o, au système 

dy __ dz __ , z* 

dx ' dx y 

qui s'intègre aussitôt et dont l'intégrale générale peut s'écrire 

^ = (C:r-rC')»-* (si*^i) et y = «c*+c» ( s i/t = r). 

Pour que la fonction y{x) ainsi définie soit uniforme, il faut 

donc que k soit égal à i ou i H — (n désignant un entier positif 

ou négatif). 

Ceci posé, remarquons que l'équation (e) équivaut à l'égalité 

d'après ce qui précède, la fonction l{y) ne peut avoir que des 
pôles simples à résidus commensurablcs; soit v le plus petit déno- 
minateur commun de ces résidus : la fonction c~ st W d y est la racine 
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v ieme ( j' une fonction méromorphc <&(y). D'autre part, la transfor- 
mation^ = y y appliquée à l'équation (e?), montre aussitôt que la 

fonction — r,-<ï> f^j , donc aussi <Ï>(t?)> est méromorphe pour 

Y = o. Il suit de là que &(y)est une fonction rationnelle dey, et 
Ton est ramené ainsi au problème suivant : 

Déterminer toutes les équations 

(10) y v =p(r) 

(où p est rationnel en y) dont l'intégrale est uni/orme. 

Or ce problème a été résolu explicitement par Briot et Bouquet. 
Si Ton connaît une telle équation (10), son intégrale reste uniforme 
quand on multiplie p(j') par une constante quelconque (car cela 
revient à multiplier x par une constante) : en prenant la dérivée 
logarithmique des deux membres de(io), on obtient une équa- 
tion (e) à intégrale uniforme, à savoir l'équation 

Il suffit donc d'épuiser tous les types énumérés par Briot et 
Bouquet pour obtenir toutes les équations (e) cherchées. On 
trouve ainsi que l(y) coïncide nécessairement avec une des 
expressions suivantes (') : 

^' 7 + -^L (n entier > ,), 
b cy-hd v " 



ia 



K 



ay-+-b 

a 
ay~\-b 

a 



ay 



c 



n' 



a \<y 



(T) 



i / a 
2 / a 



b 
b 
~b 



cy ~\- d 

c 



) 



e 
_., 



e + * ) 

) 



cy + a 

c e 

cy-hd ey+f)' 

c e 






a ay -h 6 

5 a 
ay-+-b 



K: 



c y 

1 c 



) 



3 cy 



i e 



(') Le même procédé permet de résoudre aussi aisément la question en stippo- 



* 
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les a, 6, . . . , h sont des quantités quelconques qui peuvent être 
nulles. 

Il suit de là que si une équation 

(E) y" = L(*,/)/«4- M (a;, y)y' + N(*, 7) 

a ses points critiques fixes, h coïncide nécessairement avec une 
des expressions du Tableau (T), où les a, b, . . ., h sont des 
fonctions de x. 

H. Etude de V équation (E) dans le voisinage d'un pôle 
y = h(x) de L, M, N. 

Je vais établir maintenant que les pôles y = h(x) des/onctions 
M et N de y coïncident nécessairement avec ceux de L et sont 
tous simples. 

Supposons, en effet, que j' =z h(x) soit pôle d'ordre i pour L 
(* = i ou o), d'ordre j pour M, d'ordre k pour N, un au moins 
des entiersy, k étant plus grand que i. En augmentant y de A, il 
est loisible de supposer h = o, et (dans le voisinage du pôle con- 
sidéré) d'écrire l'équation sous la forme 

(Ei)y = ^[(i-^)+7(.^ 

n désigne un entier positif ou négatif, qui peut ôtre infini, mais 
non nul; n est égal à i, si i est nul. 

Posons 

y = a Y, x = Xq-\- %JXy si k^ij — i, 

et 

i -t-* 

/ = aY, x = x -4- a 2 X, si k^ij — i; 

les deux transformations se confondent si k = ij — i . 
L'équation (E,) devient : 

(ii) y= y( I "-^)- f - M o^7- f - a (---^ si*<2y — i, 



^^yO-i)^-^^-^ 



si k > ij — r , 



sant l{y) non plus rationnel, mais algébrique en y. Ce problème a été résolu 
explicitement par M. Picard, avec la restriction que e/'W/ ne présente pas de 
singularités transcendantes {Journal de Liouville, 1889, !f série, t. V, p. 3oo-3i9; 
Atnerican Journal, i8o/j, t. XVI, p. m- 122; Traité d'Analyse, t. III, p. 66-80). 

XXVIII. î4 



H 
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et 

(i3) y=Ç(i_i) + M,j£+^ +«(...). si*= V -i, 

[M = M(a? , o), N = N(x 0f o)]. 

Pour a = o, l'équation (i3) comprend les deux précédentes à 
condition d'admettre que, si M est nul, j n'est pas nécessairement 
un entier, mais que 2j est un entier ^2. Il me suffit donc de 
montrer que V équation 



04) y= £(■_!)-♦. m. 



y , No 



7 y jty-, 



[où une au moins des quantités M , N n'est pas nulle] ri a son 
intégrale uniforme que si Von aj' = 1 , avec n^\. 
Remarquons d'abord que la transformation 

y=«Y, x = .r -f- x/X, 

conserve l'équation (1 4) (vo/rlen°8); dans cette transformation, 

on a 

dx . . d\ ,., 

dx 

Si l'on, pose u= -j-y*~Jj toutes les fonctions w(^) définies 

par (i4) seront de la forme w«(Çy), c'est-à-dire que w(^) est 
donné par une équation de la forme 

y(u)du = -£* 

TV ^ 

C'est ce que vérifie aussitôt un calcul élémentaire : l'équa- 
tion (i4) équivaut au système 

("5) -7 T =" *■ 

r I y 



u\j r Mo M H- No M 5 



(.6) %—*'- 1 ' 



Cela étant, soit d'abord j ~> 1 . L'équation (i5) I où y est diffé- 
rent de - I admet au moins une solution u = C, où la constante C 
n JI 

n'est pas nulle; la fonction y(x), définie par dx = GyJ~~ x dy, 
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n'est pas uniforme; l'intégrale générale de (i4)i a fortiori, n'est 

pas uniforme. 

Soit maintenant j = i , avec n = i. Écrivons l'équation (ï4) 

ainsi : 

dy ^ \ du u ( M -f- N u ) 

dx ~~ u dx y 

et faisons le changement de variables 

u = aU, x = aX; 

le système considéré devient 

dy __ i du __ aa(M H-N au) 

<4# ~" u dx "" ^ 

et si l'on développe l'intégrale ^(^r), */(#) de ce nouveau système 
suivant les puissances de a, on trouve 

x — x . . 

r = roH- — f-«(...) 

"o 

avec 

u = M — olMquI 1°6 (/oH — — -)-+-..., si Mo^o, 

ou 

u = w — - a*N MÎ logf^oH ^]> si M =o. 

L'intégrale de (i4) n'est donc pas uniforme. 

J'ai bien établi ainsi que l'intégrale de (i4) n'est uniforme que 
si l'on a y = i , n^6\. Autrement dit, tout pôle y = h de M ou 
de N est nécessairement du premier ordre et coïncide avec un 
pôle de L. c. q. f. d. 

12. Ce résultat est d'une extrême importance : car il limite le 
degré de M et de N EN y % En effet, si D est le dénominateur de L, 
on a 

M -g. N-J, 

|A et v étant des polynômes en y. D'autre part, posons y = ^; 
l'équation (E) devient 
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Deux cas sonl à distinguer : Si L est identiquement nul, ou si L 
coïncide avec une des expressions (T) pour lesquelles une des 
quantités a, c, e, g est nulle, le coefficient de Y' 2 admet le pôle 
simple Y = o; les degrés de p(x>y) et v(#, y) peuvent alors sur- 
passer le premier d'une unité, le second de trois unités, le degré q 
de D. Si, au contraire, L coïncide avec une expression (T) où les 
quantités a, c, 6, g sont différentes de zéro, Y = o n'est pas un pôle 
du coefficient de Y' 2 , et les degrés de jjl et de v sont au plus égaux 
le premier à q, le second à q -f- 2. De la discussion des n oS 10 et 11, 
il suit donc que les degrés de D, de jjl et de v en y sont au plus 
égaux respectivement à 4 , 4 et 6. 

Mais les conditions fournies par l'élude de l'équation (E) dans 
le voisinage d'un pôle y = h(x) du coefficient différentiel, sont 
loin d'être épuisées. 

Considérons, en effet, l'équation (i3) où/ = k= 1 (avec n y^ 1), 
à savoir l'équation 

y \ n l y y 

cette équation est intégrable pour a=o, et si l'on développe 
y{x) suivant les puissances de a, les coefficients du développe- 
ment sont donnés par des quadratures. Ces coefficients doivent 
être des fonctions de x à points critiques fixes. 

Les conditions ainsi obtenues doivent être appliquées à tous 

les pôles y — h{x) de L le point^ = 00 compris, grâce à la trans- 
formation y = y • 

13. Explicitons ces conditions dans le cas où L coïncide avec la 
plus simple des expressions (T), à savoir L = o. Alors l'équa- 
tion (E) est nécessairement de la forme 

(r 7 ) y = y[ a (x)jr-hù(x)]-h X(x)y*-i-B(x)y* + C(x)y-h D(x). 

Y 
Observons aussitôt que la transformation y -= — donne à A 

/—A 

la valeur — 1 (si À^o), et que la transformation y = Y 

donne à a(x) la valeur — 2 (si a ^ o) ('). 



( ' ) Ces valeurs numériques sont choisies pour apporter quelques simplifications 
clans des calculs ultérieurs. 
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Au lieu d'employer la transformation y = ^t posons directe- 
ment 

Y Y 

y = — y x = x -+- a X ; 

l'équation (17) prend la forme 

y"=a(x )yy' •+- \(x )y* -+-»(.. .), 
équation qui, pour a = o, devient 

celle dernière équation équivaut au système 

(,8) S=«' S =(»-«.«- A.««)r- 

Tout d'abord, si A est nul, l'équation ^" = a 04 Xx', qui entraîne 
l'égalité f 2y' = a ^ 2 -t- const., a son intégrale uniforme. 

Soit maintenant A ^o. Il est loisible de supposer A = — i. 
Le système (i8) peut s'écrire 

dy y* du , x . r • t i 

Posons u = A-fap; il vient 

/ x dy y 1 dv 

ax h -h av dx L J,/ 

Si A ^ /r, le système (pour a = o) s'intègre ainsi 

y = » v = Ci(x -+- cy- ,l ^ l - k] = C\(x -h c)' 2 - /,s 

(c et Ci constantes arbitraires); 

pour que cette intégrale soit uniforme, il faut que (2 — h 2 ) soit 
un entier n positif ou négatif, mais différent de zéro I car 

(2 — h 2 ) = — -. — ne peut être nul si h ^é k\. On doit avoir, de 
même, k* = 2 — n! , et par suite 
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Cette égalité entraîne 

. (a— n=i, la—H— — i, . (2— /i = — 2, 

soit { , soit 1 soit { , 

(2-/1=4» ( 2 — n = — 4» ( 2 — /1 = — a. 

De là résultent, pour h et a == A -h r> les valeurs 

A = ±:i, a = ±3; 

h = «V a » «o 33 o. 

La transformation ^ = — Y ramène le cas de a = -f- 3 au cas 
de a = — 3; si a = ±i, la transformation y = ± i Y donne à 
a la valeur — 1 et à A la valeur -t- 1 ; si donc A est différent de 
zéro, il est loisible de se borner aux cas où A et a ont les valeurs 
suivantes 

A= — 1, a = — 3; A=-+-i, a = — 1; A= — i, a = o. 

Nous avons toutefois laissé de côté l'hypothèse où h et k se- 
raient égaux. Le système (19) s'écrit alors 

dy y* dv 

sL. z= — - , — = otp*y. 

dx h-hav dx J 

Développons y(x) et v(x) suivant les puissances de a; on 
trouve 

y= x + c ■*-«(• ")t v = Ci— acîAlog(^-hc)-v... 
(c, c, constantes arbitraires). 

L'intégrale de (19) n'est donc pas uniforme : l'hypothèse est à 
rejeter. 

En définitive, moyennant une transformation^ = "k(x) Y (oùX 
est connu algébriquement à l'aide des coefficients a, A), on peut 
faire coïncider les coefficients a, A avec un des systèmes suivants 

a = o, A = o, 

a = — 2, A = o, 

a = — 3, A = — 1, 

a = — 1, A = -+- 1, 

a = o, A = — 1. 
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Parmi les équalions que nous sommes amenés ainsi à considérer, 
la classe la plus simple est donc de la forme 

(£) f = b(x)y+K(x)jr*+ C(x)y + D(x). 

Je me bornerai, dans ce Mémoire, à épuiser l'étude de celle 
classe d'équations. La méthode qui s'applique à toutes les autres 
classes ne diffère d'ailleurs de celle que je vais suivre que par 
des complications de calculs. 

14. Détermination de toutes les équations (C) à points cri- 
tiques fixes, — Je remarque d'abord qu'une équation (C) garde 
sa forme dans le changement de variables : 

(ao) jr = \(x)\ -+-[*(#), X = cp(a?); 

l'équation devient 

rf*Y ûfY i r *v ©"t nx y r_ _ bv xn 

dX* dX «p L A, <p J o 1 o 1 L r X X J 

-h ~ [D -h Cfi -h B [*«-♦- ôp' - fi"]> 

où a: doit être remplacé en fonction de X. 

Si B ?£ o, on peut disposer de X, u., <p de façon que le coeffi- 
cient de Y a , dans la nouvelle équation, soit numérique, égal à 6 
par exemple (*), et que, de plus, les coefficients de Y' et de Y 
soient nuls. Ces conditions se traduisent par les égalités 

s" aX' . BX r i [X* OV ^1 

c'est-à-dire 

UB-|J/* , ' ,rfT , 

i i r l - - 

(ai) X= — / B*à»</*, 

1 V< 5t/ 

f ^ =- G + 5 [ a ' - B ^ Hlïï - *') + 5 TT J • 
Si B = o, l'équation (C) est linéaire et se laisse ramener par 



(') Le choix de ce coefficient numérique a pour effet de simplifier quelques- 
calculs ultérieurs. 
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une transformation (20) à la forme 



rfX* 



= o. 



En définitive, la transformation (20) permet de substituer à 
l'équation (£) une des deux équations 

/=6/«+S(a?), y=<>, 
15. Je vais montrer maintenant que V équation 

(C) y=6r*+s(*), 

ne peut avoir ses points critiques fixes que si S(x) est linéaire 
en x. 

A cet effet, j'introduis la transformation 

Y 

(22) y = -j> ar = a-+-aX, 

qui substitue à (£') l'équation 

(<?') y-6^i-4- a *S(a)-+-a»a?S'(a)-Ha«a7*5J£}- + .... | 

et je développe l'intégrale de (e f ) suivant les puissances de a. 

Appliquons, pour cela, le méthode classique rappelée au n° 7. 
On trouve aussitôt 

avec 

<p"= 6o* Y— ,a ?^ = S(a), x"— ll 9X = * s '( a )> 

?' — laçx = — S*(a) 4- 

Mê 

L'intégrale générale de l'équation 

<p* = 6 <p* 
vérifie l'égalité 

çp'* = 4<p3 — A, 
et peut s'écrire 

<p = p(# -+- h, o, A), (A* et h constantes arbitraires). 

L'intégrale de l'équation 

•y — I2p(x-h k, O, /l)^ = o 
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est, nous le savons {voir p. 210, note 1), 

c 'S +c '3= c ' ( ^ ,+2 p> +c 'p' [»'=£]• 

Calculons immédiatement le coefficient t défini par l'équation 

t — iip(x-{- k, o, h)z = .r 3 — - — ; 

Js 

la méthode de la variation des constantes donne 

avec 

C',(:rp' + 2p)-f Gj p' — o, 

G^a-p'-r 3p') -h C',p" = x* 5^; 
d'où l'on tire aussitôt 

12G; = v ^'p, 12C' 2 = — — :r*(:rp'-4-2p). 

Les fonctions # 2 ,p', x 2 (xp' -h p) admettent comme pôle le point 
# = — Ar, et le résidu de ce pôle est égal à — 2 pour la première, 
à -+-2 k pour la seconde; on a donc 

Ci= — - — -loe(x + â:) + ..., C 2 = A* \os(x -+- A) -h. . ., 

t = _iL-iog(a?-+-A)[(A — #)p' — ap]-h... f 

les termes non écrits étant méromorphes dans le domaine de 
x = — k. Pour que t soit lui-même méromorphe, il faut que 
S" (a) soit nul, et comme ceci doit avoir lieu quel que soit a, 
il faut que S(x) soit égal à px-hq, p et q étant des con- 
stantes numériques. c. q. f. d. 

16. Toutes les équations (C f ) à points critiques fixes se laissent 
donc ramener, par une transformation (20), à Tune des deux 
formes 

y' = °» y= 6 .r 2 ■+- p x -+■ <i- 

La transformation (22) permet d'ailleurs de donner à q la 
valeur o et à p la valeur 1 (si/? ^ o), ou à q la valeur - si p = o, 
mais si q^éo. Les équations à étudier se réduisent ainsi aux 
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suivantes : 

( 2 3) j'=o, / = *y\ y=6y-f-{, y = 6/2 4- a:. 

Les trois premières s'intègrent aussitôt et donnent pour y les 
fonctions uniformes 

y = hx + k, y =p(x-+-k,o, /*), j=/?(a: + A', i,rt); 
il reste à étudier l'équation 

y = 6^i -f- x. 

Auparavant, je ferai une remarque au sujet de la réduction 
d'une équation donnée (£) à une des formes (23). On peut tou- 
jours reconnaître, à l'aide d'un nombre fini d'opérations algé- 
briques (*), si une équation donnée (€■) se laisse ramener par un 
changement de variables (20) à un des types (23). Tout d'abord, 
si l'équation (E|) correspond au type Y*,= o, elle est linéaire. 
Pour qu'elle corresponde à un des trois types 

YÏ, = 6Y*-bS [Sao,ou},ouX], 

il faut et il suffit que les équations (21) soient compatibles avec la 
condition 

(24) D-4-C|x-hBfx*+ V-jx'=SX/^V [S = o, ou}, ou X], 

ce qu'on sait vérifier et ce qui se traduit par une relation algé- 
brique entre 6, B, C, D et leurs dérivées. Mais quand ces condi- 
tions sont compatibles, trois circonstances se présentent, suivant 
que S coïncide avec o, 1 ou X. La transformation de passage 
la plus générale qui vérifie les équations (ai) se déduit de l'une 
d'elles en changeant X en m 2 \ et X en mX-f-/i (m et n dési- 
gnant des constantes arbitraires), c'est-à-dire en changeant Y en 

— Y et X en mX -h n dans l'équation 

Or, cette transformation conserve l'équation quand S=o; 
quand S= 1, l'équation n'est conservée que si m 8 = 1, et quand 
S = X, que si m 5 = 1, /i~o. 

(') J'entends par là que les conditions à vérifier sont algébriques par rapport 
aux coefficients de (£) et à leurs dérivées. 
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Si donc les équations (21) el (24) sont compatibles, X, p., X 
sont connus algébriquement à l'aide des coefficients de (C) (et 
de leurs dérivées) dans l'hypothèse S = X; X et p sont connus 
algébriquement et X par une quadrature dans l'hypothèse S = 3 ; 
[jl est connu algébriquement, X et X par les deux quadra- 
tures (21) dans l'hypothèse S == o (*). L'intégrale générale 
de (£) peut s'écrire 

y= \p(X~hk, i,/i)-+-fi, si Ss{, 
^ = Xp(X -h A:, o, A) -h [x, si S == o. 

En particulier, quand l'équation (£)ne renferme pas x expli- 
citement, le cas de S = X ne peut se présenter, et l'intégrale gé- 
nérale de (C) est (si b ^ o) de la forme 

avec 

5 B* 'i£ 

si 6 = o, elle est donnée par l'équation elliptique 

r'* B C 

Je vais montrer maintenant que l'intégrale générale de l'équation 
(F) r *=6^*4-a? 

est méromorphe dans tout le plan. 

étude de l'équation y = 6y* -+- x. 

17. J'établirai d'abord que l'intégrale de l'équation (F) 
n'admet pas de points critiques algébriques, mais admet des 
pôles mobiles. 

Soit, en effet, x un point singulier algébrique d'une inté- 



(') C'est ce que vérifie un calcul tout élémentaire que j'omets pour abréger et 
qui donne explicitement les expressions de X, jx, \. 
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grale ^(#), et soient^* y' Q 'es valeurs (finies ou non) dey, y pour 
x = x - Tout d'abord, y ety' ne peuvent être finies toutes deux; 
sinon y{x) serait holomorphe pour x = x . S\y' est infini, il en 
est de même a fortiori de y\ et, par suite, dey* d'après (F). 
Soit donc 

/• désignant un nombre réel, positif et rationnel. Pour quc^'etj' 2 
aient môme partie principale, il faut que /• = 2 et A = 1 . Po- 
sons alors 

^= (x-'x»)' [ '^ *(* -*«>* + •••]. 

s étant réel, positif et rationnel; la substitution de cette valeur 
de y dans l'équation (F) montre que s doit être égal à 4 et k égal 

Xn 

à -• En poursuivant le calcul, on trouve que, si une intégrale 

y{x) admet le point x = x comme point singulier algébrique 
(pôle ou point critique), son développement, dans le voisinage de 
ce point, est de la forme 

(X — Xq)* IO O lo 

h désigne une constante arbitraire. 

Il existe effectivement des intégrales qui admettent un tel déve- 
loppement, et ces intégrales sont méromorphes dans le domaine 
du point x = x Q . Pour l'établir (* ) écrivons le développement (25) 
ainsi : 

— ' —( _ \t __ ( y — ^o) S 

X* 

-hh(x^x y-^ — (x — Xa) 6 -^..., 



(') Il est bien facile de voir que, si Ton poursuit le développement ( a5 ), toute» 
les puissances successives de (x — x 9 ) sont entières, ce qui montre quey(x) est 
dénuée de points critiques algébriques. D'autre part, une fois h choisi, tous les 
coefficients du développement (26) sont déterminés, et Ton prouve aisément que 
ce développement converge en le comparant à une série majorante. Mais le 
mode de démonstration que nous employons dans le texte nous sera utile par 
la suite. 
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d'où 

-H ih(x — ar ) 3 -f- —(a: — ar ) 5 -f- 

Eliminons (x — x ) entre ces deux développements; il vient, en 
posant^ =j t y 

(26) / = a - -£!?-?! + 7 Ae*» + ... (»=±i). 

E5 3 2 2 

Ceci posé, j'effectue, dans l'équation (F), la transformation 

(27) jr- Ti . y=--- T --+u^ 

les fondions z(x), u(x) vérifient un système qu'on forme immé- 
diatement, à savoir (') : 

dz z h u a 

— - == i -4-xZ*-h - 3*, 

, dx 4 2 

(28) ; 4 

J du x i z 3tz* n /i \ 5ms v 3//* _ 

( s "nr-nr + ^U -"*)- — -—-• . 

Ce système admet une solution z(x), u(x), et une seule, qui 
répond aux conditions initiales x , z = o, u o, et cette solution 
est holomorphe pour # = #0; la solution J^(^) correspondante 

admet x = x comme pôle, et h est égal à -h — °- 

7 



(') La transformation (27) est choisie précisément de façon que le nouveau 
système différentiel soit régulier pour z — o. 
Il est évident, en effet, que le système est de la forme 

z m z'= P{x, z, u), z m u'— Q{x, z, u) 
( P, Q polynômes en x, z, u ; P ou Q =e! o pour s = o ) ; 

d'autre part, si l'on essaie une solution de la forme 

Z = {X — !,)(!+...), U = U -h{X — X )(/-+-...)» 

les premières égalités à écrire 

P(a? , o, u 9 ) -h... . _ Q(ar ,o, !/„)-+-. . 

4 "f • « • — 



(a? — a? # )" (n-...) (*-*„)" (1 +-...) 

doivent, d'après (26), être admissibles pour x„ u quelconques, ce qui exige 

m -- o. 
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Remarquons que rien n'est changé [si ce n'est le signe de z 
dans (28)], quand on emploie, au lieu de la transformation (27X 
la transformation 



1 ?. rz 



L'intégrale générale y(x) de l'équation (F) n'admet donc pas 
de points critiques algébriques, mais elle admet des pôles et, dans 
le voisinage de ces pôles, le développement de y {oc) est de la 
forme (25) ('). 

18. Mais r intégrale y (x) de (F) ne présente-t-el/e pas de 
singularités transcendantes? C'est ce qui n'est nullement 
démontré. 

Pour bien faire comprendre la nature de cette difficulté, consi- 
dérons un exemple plus caractéristique que l'exemple cité plus 
haut (n° 2), à savoir l'exemple de l'équation 

, (^>£*i constantes numériques). 

On voit aisément que l'intégrale y(x) de cette équation ne 
présente pas de points singuliers algébriques autres que des pôles; 
une discussion plus approfondie montre même que toute inté- 



(') Étant donnée une équation (C) qu'on peut supposer ramenée à la forme 

(£') y_6^-S(*) = o, 

cherchons les conditions pour que y{x) admette des pôles mobiles; si Ton rem- 
place, dans (O), y(x) par un développement polaire, on voit que ce développe- 
ment doit être de la forme 

mais quand on veut déterminer le terme /*( x — x ) i+i , on trouve que les termes 

en (a?— x 9 )* [dans l'égalité (C')] se réduisent au terme unique — ^— ^ (x — x ê )*. 

Ce terme ne peut disparaître (pour x quelconque) que si S{x) est linéaire 
en x. C'est précisément la condition que nous avons trouvée au n* 15, en expri- 
mant que l'équation ( £' ) a ses points critiques fixes. Cette coïncidence n'est pas 
fortuite, mais résulte d'un théorème général qui sera exposé dans les Mémoires des 
Acla. 
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grale y(x) qui tend vers une valeur déterminée (finie ou non) 
quand x tend vers x sur un certain chemin (d'ailleurs quel- 
conque), est holomorphe ou méromorphe pour x = x . Ce serait 
cependant commettre une erreur grossière que d'en conclure que 
l'intégrale j>'(#) est méromorphe dans tout le plan. L'intégrale de 
l'équation peut en effet s'écrire 

y = sn*»[X log(A#-h B)], A, B constantes arbitraires. 

Le point x= — -r est donc un point d'indétermination complète 

dey(x); quand x tend vers — j- sur un chemin donné, y(x) ne 

tend vers aucune limite (finie ou non); de plus, une infinité 
de valeurs dey(x) se permutent autour de ce point (à moins que 
2ÎTzk ne soit une période ou une partie aliquote d'une période 
de sn*«). 

Il n'est donc nullement absurde, a priori, de supposer que 
l'intégrale y (x) de l'équation (F) présente des singularités trans- 
cendantes. Ces points singuliers peuvent être à la fois points 
essentiels et points critiques transcendants, être isolés ou former 
(comme dans le cas du troisième ordre) des lignes, des ensembles 
parfaits, etc. Pour démontrer que les singularités transcendantes 
dey(x) n'existent pas, nous n'avons le droit d'introduire au- 
cune restriction : une discussion qui écarterait d'avance certaines 
singularités comme invraisemblables serait inexistante. 

C'est cet obstacle, comme je l'ai dit, qui a arrêté longtemps les 
efforts des géomètres. Les deux premières méthodes qui m'ont 
permis de le surmonter étaient, la première surtout, d'une com- 
plication extrême. J'ai trouvé récemment une troisième méthode 
beaucoup plus simple, méthode synthétique qui non seulement 
s'applique d'elle-même aux équations du second ordre, mais s'étend 
aux équations d'ordre supérieur. C'est celte méthode que je vais 
exposer ici sur l'équation (F), 

19. Démonstration de la non-existence des singularités 
transcendantes de V équation (F). 

Soit y {x) une intégrale particulière de (F), définie par les 
valeurs initiales (finies) x , yo, y' n de x, y, y f . La fonction y (x) 
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est holomorphe, et, a fortiori, méromorphe dans le voisinage 
de x . Soit T le plus grand cercle de centre x oùy(x) reste mé- 
romorphe. Si T embrasse tout le plan, le théorème est démontré. 
Sinon, il existe sur la circonférence de T au moins un point sin- 
gulier non algébrique, x = a, de la fonction y(x). Je vais mon- 
trer que cette hypothèse est absurde. 

Faisons tendre x vers le point a sur le rayon x a ou /, et soit 
M(x) le module maximum des deux quantités y(x) y y r (x). Si 

M(x) ne tend pas vers V infini quand x tend versa sur /, il est 
clair que y(x) est holomorphe pour x= a. En effet, il existe 
alors sur le rayon / des points x { , aussi voisins de a qu'on veut, 
pour lesquels y et y' prennent des valeurs yt,y\ de module infé- 
rieur à une certaine quantité numérique A. D'après le théorème 
fondamental de Cauchy, l'intégrale y (x) de (F) définie parles 
conditions initiales. 

*i» yu y\y avec |a?, — a|<A, \y l \<\ 1 |/,|<A, 

est holomorphe dans un cercle de centre x { et de rayon supérieur 
à une certaine quantité positive B; par suite, cette intégrale est 
holomorphe pour x = a. Il faut donc admettre que M(x) tend 

vers l'infini quand x tend vers a sur /. 

On connaît une infinité d'intégrales de (F) pour lesquelles M(j?) 

tend vers l'infini avec __ : ce sont les intégrales qui admettent 

x = a comme pôles; pour ces intégrales, l'expression u définie 
par l'égalité (27), 

u = y* [/-+- ^ J -4- 27» -4- ^ y 

yoix l'on donne à y 1 un signe convenable/, tend vers une valeur ar- 
bitraire finie 7 h. Inversement, supposons qu'une intégrale y (x) 
satisfasse à la condition suivante : il existe (sur le rayon /) des 

points X\ , aussi voisins de aquonveut, tels que \y{x { ) | dépasse 

toute limite donnée et que ^pour un signe convenable de y 2 ) 
\u(Xi)\ reste inférieur à une certaine quantité A. Je dis que 
cette intégrale y {x) est méromorphe pour x = a. 

Posons, en effet, comme plus haut, y = --- Une des exprès- 



* 
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sions 



i r , x_ xz 5 *1 — 1 T ' a xz ^'l 

Z* L 5* T" 2 J ' ?" \f ~~~ 5» -T T J 

garde, pour x = x iy un module inférieur à A, soit la première. 
Effectuons la transformation (27) 



XZ 



y = —r* y' = - h uz*. 

J Z* ' Z* 1 'A 

L'intégrale z{x), u(x) du système (28), définie par les condi- 
tions initiales 

x u z u u u avec \x t — a |< A, .| z x |< A, | u { |< A, 

est holomorphe dans un cercle de centre de x K et de rayon supé- 
rieur à une quantité numérique B; elle est donc holomorphe 
pour x = a. Par suite, y (x ) est méromorphe pour x = a. 

Celte remarque va nous servir à démontrer que x = a ne peut 
être un point transcendant de l'intégrale considérée y (x). 

20. L'expression u, introduite plus haut, jouit de la propriété 
que, si l'on remplace^ et y 1 par le développement polaire d'une 
intégrale, une des deux valeurs de u reste finie et prend au pôle 
une valeur arbitraire. Il est facile de former une infinité d'expres- 
sions 

(3o) U=p(#,7,/) 

qui jouissent de cette propriété, et de les choisir, notamment, 
rationnelles en x, y, y'. Le procédé le plus simple consiste à 
multiplier les deux égalités 

i -5- r x u ~\ 

y h y * h — z — ; = o» 

j iy j l *y yl 

,1 j r x u\ 
J *y Y v» y z \ 

il vient 



Posons 



Y 1 

y' 2 — /iy — 2xy + — + 4«h — [...] = o. 

y' 

U =y' 1 — 4y* — *xy+ —; 

quand, dans U, on remplace y par un développement polaire (25), 
xxviii. i5 
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U(x) est (dans le voisinage du pôle x =x x ) de la forme 

U(x) = — a8A -4- (a? — #(>)*[• • •]• 

Pour éviter (ce qui nous sera utile plus loin) que U'(x ) ne soit 
nul, il suffit de remplacer U par c = U+a;; soit donc 

y' 

(3i) v=y'* — 4y*- -xxy-^r- z- -4-ar; 

dans le voisinage d'un pôle -x = «r de j/ 1 (#), on a 

v(x) = — a8A-Ha?o -*-(#" — ^o)* [• • •] = — 4u(x) + x H [•••]; 

i* {x) désigne celle des deux valeurs de u qui reste finie au pôle 
x = x dey(x). 

Donnons à v et à x des valeurs finies, à y une valeur très 
grande, et soit y 1 une quelconque des deux racines de l'équa- 
tion (3 1) ; une des deux valeurs de l'expression u qui correspondent 
à ces valeurs de x, y, y est de la forme 

"=-4-" +-[•••]. 

et est, par conséquent, finie (' ). 

Considérons, d'après cela, une intégrale y (x) de (F), et sup- 
posons qu'il existe (sur le rayon /) des points # f , tendant vers a, 

(') Remarquons que le succès de la méthode tient essentiellement à ce fait que 
v est du second degré en y\ Si Ton résout l'équation (3i) par rapport à y\ on 
trouve [pour x, v finis et \y | très grand] 

— 1 -i T x x — v "I 

y = y-y % h ? 7—5- -+-... L 

d'où (pour une des deux valeurs de u), 

x — v t . 

4 y 

Substituons, au contraire, à v une expression U = p(x, y, y') rationnelle en 
x, y, y', mais de degré j > a en y', et qui prenne, en un pôle x 9 , une valeur 
arbitraire. Pour x,y, U donnés (x, U finis, y très grand), l'égalité U = p définit 
j valeurs de y', dont deux au moins laissent finie une valeur de u; mais, pour 
chacune des (/ — 2) autres valeurs de y', les deux valeurs de u peuvent être 

très grandes. Si donc, pour des valeurs x x qui tendent vers a, \y{x) \ crott in- 
définiment, tandis que U(a?) reste*fini, on n'en saurait conclure que y(x) est 
méromorphe pour x — a. 



% 
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tels que |jk(.#i)| puisse dépasser toute limite, tandis que v(x { ) 
reste fini [soit | r (.r, ) | < A]; cette intégrale est méromorphe 
pour x = a, car une des deux valeurs de u(x t ) reste finie. 

21. Nous introduirons ici une restriction que nous lèverons 
dans un instant. Nous admettrons que l'intégrale considérée y{x) 
(pour laquelle x = a est un point transcendant) conserve sur le 
rayon / un module supérieur ou égal à une certaine quantité p. 

Dans ces conditions, il est impossible que v{x) tende vers une 

valeur finie quand x tend vers a sur /. En effet, si v e\. y restent 
finis (en même temps que \y | reste supérieur à p), y 1 reste éga- 
lement fini [d'après l'égalité (3i)], et l'intégrale y (x) est holo- 
morphe pour x = a. Si preste fini en même temps que \y | dépasse 
toute limite, y (x), nous venons de le voir, est méromorphe pour 

x = a. Il faut donc que, pour des valeurs de x qui tendent vers a, 
le module de v(x) croisse indéfiniment. 

Nous allons en déduire que, pour d'autres valeurs x t de X, voi- 
sines de «, le module de v(x) est très petit et, par suite, en vertu 
de la remarque finale du n° 20, que y(x) est méromorphe pour 
x = a. 

Considérons pour cela l'expression 

(3a) ( Ç yi—! { y*—ïxy-\ :y -+x 

\y—y*+y*-+-*y _ w 



y (y/* — 4r 4 — '* x y* -+-/ -*- x y) 

11 faut que celte expression iv(x) croisse (en module) indéfi- 
niment pour des points x K de / voisins de^ a : autrement, 

ç = v e *• resterait fini quand x décrit le rayon /. De plus, la 
valeur de y (x) en ces points x { dépasse toute limite ; car si \y (x t )| 
reste fini (mais supérieur à p),^' (x t ) est très grand, et la valeur 

w(x K ) se réduit sensiblement à la valeur finie —. — -• 

D'autre part, si, entre les expressions v(Xjy,y') et w(x,y,y f ), 
on élimine y\ les deux valeurs de sv(x, y, v) sont (pour y très 
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grand) de la forme 

1 'ri 

w = ~ v v^ [ "* ] ' 

Si donc, pour x K voisin de a (sur/), y(x) est très grand ainsi 
que w{x) H la fonclion v(x) est très petite, et l'intégrale y{x) 
est méromorphe pour x = a. 

Il est donc impossible que x = a soit un point transcendant 
de l'intégrale considérée y (x). c. q. f. u. 

22. Nous avons toutefois introduit au numéro précédent une 
restriction : nous avons admis que |/(^*)| restait supérieur à une 

quantité positive p quand x tendait vers a sur /. Il importe de lever 

celte restriction. 

Je remarque d'abord que, sans modifier en rien la méthode 

précédente, il est loisible, dans l'expression c, de remplacer le 

y' y' 
terme — par -> g désignant une constante. La démonstration 

n'est donc en défaut que si, sur /, la fonction y(x) s'approche 
autant qu'on le veut de toute valeur g donnée à l'avance. 

Cette remarque permet d'écarter immédiatement le cas où 

y(x) tendrait constamment vers zéro quand x tend vers a 
sur /. On pourra donc toujours choisir la quantité positive p de 

façon que-, pour des points de / (aussi voisins de a qu'on veut), 
|^'(#)| soit supérieur à p; pour d'autres points x = x t de / 

(aussi voisins de a qu'on veut), 1^(^)1 sera inférieur à p. Telle 
est l'hypothèse où nous nous plaçons. 

Il est évident que rien n'est changé dans le raisonnement des 
n os 21, 22, si Ton substitue au rayon / un autre chemin Xde lon- 
gueur finie ( ! ), aboutissant au point a, et le long duquel y(x) 
est méromorphe [l'extrémité a étant supposée un point trans- 
cendant de la branche de fonclion ,x(#)]. 



( l ) I! est essentiel de supposer X de longueur finie; autrement la partie réelle 
de 






pourrait croître indéfiniment, lors môme que |iv| resterait inférieur à un nombre 
donné. 



* 



- 237 - 
Ceci posé, je marque sur le rayon / la suite indéfinie de seg- 
ments x K x 2 , x$x k * . . . sur lesquels |.y(#)| esl moindre que p : 
j'appelle c l2 , c 3l , . . . leurs longueurs. Je vais montrer qu'on peut 

remplacer chaque segment x t x 2 par un chemin de longueur com- 
parable à C| 2 , sur lequel |y(#)| est égal à p, et tel qu'entre ce 

chemin et le segment x i x 2 < t la fonction y (x) soit holomorphe. 

A cet effet, je prends x comme fonction, y comme variable; 
l'équation (F) /devient 

<»> £ — ($)W~i- 

Soit x(y) l'intégrale de (33) définie par les conditions ini- 
tiales : x{y*) = x , x'(y ) = x' . Pour x' = o, l'intégrale se ré- 
duit àa: = x , x'= o. Si y, y<>, x , x' satisfont aux inégalités 

(34) \y\<p, \y.\î?, i^-alSp, |*;|<t 

(t désignant une quantité positive suffisamment petite), on peut 
écrire, en vertu des théorèmes bien connus de M. Poincaré, 

x'=x' [i-^t{y, r 9% y 9% x' )], \t\<r t \ 

e représente une fonction holomorphe de y, x 0t y , x' Q dans le 
domaine (34), et r\ une quantité choisie à l'avance aussi petite 
qu'on veut : il nous suffit ici de prendre T{ inférieur à ~ par 
exemple. 

Soit maintenant C le chemin que décrity quand x varie (sur /) 
de x y à x 2 ; le chemin G ne sort pas du cercle y décrit dans le plan 
des y y de l'origine comme centre, avec un rayon égal à p; les 
deux extrémités y^y 2 de X sont sur la circonférence de y. Appe- 
lons s l'arc de C compté à partir de ^, et S la longueur totale 
de C. Appelons enfin a l'angle que fait le rayon / avec l'axe réel 
du plan des x, et posons x = a -f- /'(cosa -f- /sina); la quantité 

-t- ou & r (y)-j- est égale à c ia -r-' Remarquons de plus que si le 

point x% est pris suffisamment voisin de a, y f (^t), y 1 (x*)i • • • 

sont très grands et leur module dépasse -• 
L' égalité 
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nous montre que 

r n r= / \x'(y)\ ds = \x\ \ I [i -t- Zi(s)]ds, iB,|<r J <i, 
d'où 

D'autre part, faisons décrire k y le plus petit arc de la circon- 
férence y compris entre y K etj^î et soient o* la longueur de cet arc, 
L le chemin correspondant décrit par x, chemin qui part de x K 
pour aboutir en # 2 . On a 

arcL<|*',| f [i -+- £,(*)] rfa< \x\ \ ^, | e, |< ^ < i . 

Comme S est au moins égal à la corde qui joint les points^, y 2f 
l'arc <r est au plus égal à —S; d'où 

arc L % \x\ \ — S % — - c x *. 
4 ^ 

Enfin, commex'(/) est holomorphe et différent de zéro dans 
le cercle et sur la circonférence y, la fonction y(x) est holo- 
morphe entre L et le segment x y x t : autrement dit, on peut dé- 
former L d'une façon continue (les extrémités x { , x 2 ne variant 

pas) et le réduire au segment x K x 2 , sans rencontrer de points sin- 
guliers de y(x). 

Remplaçons donc chaque segment x i x 2 ^ x 9 x k , ... par le 
chemin L correspondant. Nous formons ainsi un chemin X, com- 
posé d'arcs analytiques réguliers dont le nombre croît indéfini- 

ment mais dont la longueur totale est inférieure a — - / (si / dé- 
signe la longueur du rayon /). Le long de X, la fonction y(x) est 
méromorphe, sou module est au moins égal à p et elle doit ad- 
mettre l'extrémité a de), comme point singulier transcendant. Le 
raisonnement des n os 20 et 21 montre dès lors que celte hypo- 
thèse est absurde. 

23. Propriétés de la transcendante méromorphe y(x) dé- 
finie par Vèquation (F). — Chaque intégrale y (x) de l'équa- 
tion (F) est donc une fonction méromorphe dans tout le plan. 
Elle n'admet comme pôles que des pôles doubles, et dans le voisi- 
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nage d'un de ces pôles y(x) est de la forme 

(a5) y = -. ^ -(x — x )* 

' ^ (x — x Q )* io v ' 

On sait qu'une fonction méromorphe peut toujours (et d'une 
infinité de manières) être représentée par le quotient de deux 
fonctions entières. Mais ce qu'il importe de démontrer c'est 
qu'on peut choisir ici ces fonctions entières de manière qu'elles 
soient définies par une équation différentielle très simple du 
troisième ordre. 

Tout d'abord, si Ton pose 

= — />(* ) dx, ; = eSnw<*x, 
on a 

et Ç vérifie une équation différentielle du quatrième ordre qu'on 
peut écrire ainsi 

Mais la dernière équation, multipliée par r,", s'intègre immé- 
diatement et donne 

— h a r, 3 -h xt — r = const. 

La fonction y (x) se laisse donc définir par l égalité 

ou Ç est une fonction entière qui vérifie le système du troisième 
ordre 

(35) r~ T " i--4-ar J , »-t-jrV— 1, i=o. 

On serait arrivé au même résultat par un procédé systématique 
qui a une portée générale. Le procédé consiste, dans ce cas parti- 
culier, à substituer à y(x) une combinaison P(#, y, y) qui 
n'ait que des pôles simples de résidu égal à i. Prenons pour P 
un polynôme et remplaçons-y y(x) et y r (x) par un développe- 
ment (25) et le développement dérivé. Pour que les termes de plus 

haut degré en se détruisent, il faut que P soit au moins du 

X — Xq 
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deuxième degré en y 1 et du troisième en y. Considérons donc 
l'expression 

a(x)y' i -h y'[b(x)y -+- c(x)] ■+- d(x)y*-\- e(x)y*-\-f(x)y> 

et cherchons à disposer de a, . . . , f de manière que x = £?©, au 
lieu d'être un pôle du sixième ordre de cette expression, soit pôle 
seulement du premier ordre et ait comme résidu l'unité. Les six 
équations linéaires et non homogènes en a, 6, . . ., f qu'on ob- 
tient ainsi conduisent immédiatement à l'expression 

y' 1 
tj = iy* — xy\ d'où l'on déduit : r/ = — y; 

la fonction Ç = e^ dx est une fonction entière. 

24. De V } intégrale y '(x) considérée comme fonction des con- 
stantes. — Quand une équation 

(36) y" =•*(/> y**) 

(où R est rationnel eny y y, x) a ses points critiques fixes, l'inté- 
grale y(x), définie par les conditions initiales x ^y 09 y\, est une 
fonction uniforme des deux constantes arbitraires y * y' , (x a 
reçu une valeur numérique); mais trois cas peuvent se présenter ( f ) : 

Premier cas. — y(&) est une fonction rationnelle dey *y' . 
Dans ce cas, ou bien l'intégrale s'exprime algébriquement en 
fonction de x et de z, z', z" , la fonction z(x) représentant l'in- 
tégrale d'une équation linéaire et homogène du troisième ordre, 
à coefficients algébriques; ou bien l'équation admet une inté- 
grale première 

(37) H(ar, y, y) = const. 

où II est une fonction rationnelle de y\ y, dont les coefficients 
s'expriment algébriquement en x et a (u désignant l'intégrale 
d'une équation de Riccati à coefficients algébriques) ( 2 ). 

Deuxième cas. — y (x) est une fonction transcendante de^'o,^, 
mais on peut substituer à^o? y' d'autres constantes telles qu'une 
(et une seule) d'entre elles figure algébriquement dans y. 

(') Voir, par exemple, mes Leçons de Stockholm, p. 465-466. 
( 2 ) Loc. cit., p. 36o-383. 
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On dit alors que y (x) est une fonction semi- transcendante 
des deux constantes. L'équation admet alors une intégrale pre- 
mière (37) ( 1 ). 

Troisième cas. — y( x ) est une fonction transcendante des 
deux constantes, de quelque façon qu'on les choisisse. On dit 
alors que l'intégrale est une fonction essentiellement transcen- 
dante des deux constantes. 

25. Nous allons voir que l'intégrale y(x) de l'équation (F) 
rentre dans ce dernier cas. 

Tout d'abord, l'intégrale y(x) de (24) ne peut renfermer ration- 
nellement les deux constantes. Autrement, il en serait de même 
pour l'intégrale de l'équation 

(38) y = 67* •+- a* x, 

qui se déduit de (24) en changeant x en olx et y en £; la chose 

ayant lieu pour a quelconque, aurait lieu pour a = o, résultat 
absurde, puisque l'intégrale yz=2p(x-\-k, o, h) de l'équation 
y= 6y 2 est une fonction semi-transcendante des constantes. 
Admettons maintenant que l'intégrale y(x) de (24) soit une 
fonction semi-transcendante des constantes. 11 existe alors une 
intégrale première de la forme (3n), et, par suite, des équations 
intégrales 

O9) P(/, y, *) = <>, 

où P est un polynôme en y', y. Je vais montrer que cela est im- 
possible. 

L'équation du premier ordre (39) a^ant son intégrale uniforme, 
le coefficient de la plus haute puissance de y', soit^"*, est indé- 
pendant dey et peut être supposé égal à l'unité. Le polynôme P 
est de la forme 

Q21 désignant un polynôme en y de degré 2* au plus. 

Si, dans P, on remplace y par*^, y 1 par ~> x par Xq-\- v.x, le 

( l ) Leçons de Stockholm, p. 466-482. 
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polynôme P prend la forme 



i 

CL 

1 



^[Po(/,r)H-«Pi(/>7,*)-*-...], *â3/w. 



P est une fonction homogène de j^ 8 , y 1 , et l'égalité P = o est 
une équation intégrale de l'équation (38) où a est nul. Il suit de 
là aussitôt que P est nécessairement de la forme 

P = XC^' 1 — ây*)J (X facteur constant). 

Cela exige que A==3m = 6J : autrement, dans P , le coeffi- 
cient de la plus haute puissance de y r serait un polynôme en y 

dont le degré serait égal à • Le polynôme Q 2m en y est, 

Ma 

par suite, de degré — • 

Mais on peut aller plus loin : l'intégrale de l'équation (39) 
admet des pôles mobiles x = x ; dans le voisinage d'un de ces 
pôles, y(x) vérifie [voir n° 17, éq. (26)] une relation de la forme 

' x 17 ht 
,, x y=av 1 H T ^-^--f-... (Ai valeur numérique). 

(40) * r » *? y* 

Toute racine de l'équation (39) en y 1 doit donc (dans le do- 
maine de y =00) être représentée par un développement (4°) 5 
ceci revient à dire qu'on a identiquement 

/ = 1 

J y 

identité impossible puisque, dans le dernier membre, le terme 



fractionnaire - n'est détruit par aucun aulre. 

L'intégrale y(x) de (F) renferme donc les deux constantes 
sous forme transcendante de quelque façon qu'on les choisisse. 

c. q. f. n. 

26. De V irréductibilité de V équation (F). — Le résultat 
que nous venons d'obtenir entraine d'importantes conséquences 
relatives à V irréductibilité de l'équation (F). 
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Je rappelle d'abord la définition précise de l'irréductibilité 
d'une équation du second ordre ( ' ) telle qu'il convient de l'intro- 
duire quand on étudie les équations différentielles comme sources 
de transcendantes nouvelles. 

Définissons d'abord les transcendantes du premier ordre : toute 
fonction d'une ou de plusieurs variables qui vérifie un système 
différentiel algébrique dont l'intégrale générale ne dépend que 
d'une constante est une transcendante du premier ordre. Plus 
généralement, considérons un système différentiel du premier 
ordre algébrique par rapport aux fonctions et à leurs dérivées, 
mais dont les coefficients (fonctions des variables indépendantes) 
sont des transcendantes du premier ordre : les fonctions engen- 
drées par un tel système seront dites encore du premier ordre, 
et ainsi de suite ( 2 ). Les fonctions ainsi définies comprennent les 
fonctions qu'on obtient en remplaçant, dans une transcendante 
du premier ordre, les variables par d'autres transcendantes du 
premier ordre. 

Introduisons maintenant les transcendantes classiques. Soit S 
un système différentiel dont l'intégrale générale ne dépend que 
d'un nombre fini de constantes : ce système sera dit classique s'il 
est linéaire ou abêlien ( 3 ). Tout système (S) dont l'intégrale 
générale renferme algébriquement ses constantes (convenable- 
ment choisies), est réductible algébriquement (*) à un tel sys- 
tème, et sera, par suite, regardé comme classique. D'après cette 
définition, tout système classique renferme algébriquement les 
fonctions et leurs dérivées : si les variables figurent aussi algébri- 
quement, les transcendantes engendrées par S seront dites trans- 
cendantes classiques . Si les coefficients de (S) ne sont plus 

(') Voir mes Leçons de Stockholm, p. /jH^-Soi. 

( 3 ) C'est à un point de vue analogue que se sont placés M. Picard et M. Vcs- 
siot dans leur étude de la réductibilité des équations différentielles linéaires, par 
exemple dans la recherche des cas où l'équation s'intègre par quadratures. 

( 3 ) Un système est dit abélien si son intégrale générale est représentée par des 
fonctions abéliennes de paramètres u, v, ..., lesquels sont donnés en fonction 

de chaque variable x par une quadrature : u(x) — j h(x)dx -f- consl. 

( 4 ) Par le mot algébriquement j'entends que les fonctions définies par (S) 
s'expriment algébriquement à l'aide des coefficients de (S), de leurs dérivées, et 
des intégrales d'un système linéaire ou abélien; les coefficients de ce dernier 
système sont algébriques par rapport aux coefficients de (S) et à leurs dérivées. 
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algébriques, mais sont des transcendantes classiques, les nou- 
velles transcendantes ainsi engendrées seront dites encore clas- 
siques, etc. 

D'après cette définition, les combinaisons de fonctions clas- 
siques (j'entends les fonctions obtenues en remplaçant dans une 
transcendante abélienne, par exemple, les arguments par des 
fonctions abéliennes de nouveaux arguments, etc.) sont encore 
des fonctions classiques. 

Plus généralement, appelons transcendantes Ti toute transcen- 
dante classique ou du premier ordre, transcendantes T^ toute 
transcendante engendrée, soit par un système classique, soit par 
un système différentiel du premier ordre, algébrique par rapport 
aux fonctions et à leurs dérivées, mais dont les coefficients sont 
des fonctions T,-; soit enfin T l'ensemble de toutes les transcen- 
dantes ainsi obtenues. 

J'ai établi (loc. cit.) ce théorème : 

Si une équation différentielle algébrique du second ordre 
a ses points critiques fixes, la condition nécessaire et suffisante 
pour que son intégrale générale y (x) soit distincte des 
transcendantes (T), c'est que y(x) soit une /onction essen- 
tiellement transcendante des deux constantes. 

L'intégrale générale y(x) de l'équation (F) est donc une trans- 
cendante irréductible aux transcendantes classiques, aux transcen- 
dantes du premier ordre, et à leurs combinaisons. C'est une 
fonction mèromorphe (du second ordre) essentiellement nou- 
velle. 

27. On pourrait penser que certaines intégrales particulières 
de l'équation (F) sont algébriques ou réductibles à des transcen- 
dantes connues. Il n'en est rien. 

Tout d'abord, si une intégrale y(x) est algébrique, elle est ra- 
tionnelle et peut se développer, dans le domaine de x= oo, sous 
la forme 

y = aix i h- a/-i a?*- 1 -h «/-ij'- 1 -4- . . . , ( i > o ou < o ou = o). 

Si l'est négatif ou nul, y" et y 2 sont finis pour x très grand, et 
l'égalité (F) ne saurait être vérifiée. Si i est égal ou supérieur 
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à i, le lerme en x 2i qu'introduit y 2 clans l'équation (F) ne peut 
être détruit par aucun autre. Toute intégrale y(x) de (F) est 
donc transcendante. 

Admettons maintenant qu'une intégrale y(x) de (24) vérifie 
une équation différentielle algébrique, soit (/), qui ne soit pas 
conséquence de (F). Les solutions y(x) communes à (F) et 
à (/) ne peuvent dépendre que d'une constante (et dépendent 
effectivement d'une constante, puisque autrement ces solutions 
seraient algébriques). 11 est donc possible, à l'aide d'éliminations 
algébriques, de remplacer (/) par une équation algébrique du pre- 
mier ordre, soit 

où P est un polynôme. Cette équation doit être une équation in- 
tégrale de (F) : or nous savons (n°25) que la chose est impos- 
sible. 

Toute intégrale particulière y(x) de (24) est donc une 
transcendante nouvelle. 

28. Remarque sur la définition de V irréductibilité. — La 
définition précise que nous avons donnée plus haut de l'irréducti- 
bilité d'une équation différentielle s'impose dans les questions 
qui nous occupent, où les variables qui doivent jouer le rôle de 
fonctions sont indiquées ainsi que celles qui doivent être prises 
comme variables indépendantes. 

Dans les problèmes où toutes les variables jouent un rôle symé- 
trique, on peut adopter une définition de la réductibilité plus 
générale que la précédente. 

Un exemple le fera nettement comprendre : Si l'on étend au 
troisième ordre la définition que nous avons adoptée pour le 
deuxième ordre, on arrive à cette conclusion que les transcen- 
dantes fuchsiennes y(x) sont des transcendantes vraiment nou- 
velles, j'entends irréductibles aux transcendantes du premier 
ordre et classiques. Néanmoins, si Von prend x comme fonction 
et y comme variable, l'équation différentielle qui définit une 
fonction fuchsienne équivaut à une équation de Riccati; mais, 
pour opérer cette réduction, il a fallu permuter les rôles de la 
fonction et de la variable. La différence qui sépare l'étude de la 
fonction fuchsienne et celle de l'équation de Riccati correspon- 
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dan te est de même nature que celle qui sépare les travaux d'Abel 
et de Jacobi sur l'intégrale elliptique et ceux de Legendre. 

Parmi toutes les définitions qu'on a proposées de la réduclibi- 
lité de l'intégrale générale d'une équation différentielle, la plus 
large et la plus rationnelle à la fois me semble être celle de 
M. Drach ('), que je rappelle brièvement en me limitant à une 
équation du deuxième ordre 

< E > £ = - è= R(t '^ z) ' 

où R est rationnel en x,y, z. 

Considérons le système d'équations aux dérivées partielles 

v ' dx oy âz dx oy oz 

Supposons qu'il existe au moins une relation algébrique entre 
x i yt z i /«> f*i et l eurs dérivées successives jusqu'à un certain 
ordre, relation qui, sans être une conséquence des équations S, 
soit compatible ( 2 ) avec ces équations : dans ce cas (et dans ce cas 
seulement), l'intégrale générale de l'équation (E) est dite ré- 
ductible. 

Quand on adopte cette déGnition, toute équation (E) dont on 
connaît un multiplicateur, par conséquent toute équation où II 
est indépendant de 2, est réductible. En particulier, l'équation 
y= 6y 2 -\- x est réductible. 

J'ai insisté sur ce point pour éviter tout malentendu. Mais ce 
qu'il importe de retenir, c'est qu'on ne connaît aucun moyen de 
remplacer l'équation (F) par une équation plus simple (ou 
par une combinaison de telles équations). 

29. Des correspondances biuniformes définies par Vinté- 
grale y(x) de l'équation (F). — Soit y = <p(#, x , y , y' ) 
l'intégrale de l'équation (F) définie par les conditions initiales 
x 0l y 09 y . La fonction y(x), étant méromorphe dans tout le plan 
des o:, est également une fonction méromorphe de x , y ^ y' 
dans tout le plan de chacune de ces variables, mais # = oo, 

(■) Thèse. Paris, 1898. 

( 3 ) J'entends par là qu'un système au moins de deux fonctions/,, /, indépen- 
dantes vérifie à la fois (S) et la relation considérée. 
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y = oo, j/ =roo sont des singularités essentielles de 

?(*>*o,.To,.r'o)- 
Les égalités 

(4u 7 = <p(^, ^o,jKo,y )» /=?'(*, ^o,^o, y )» 

peuvent aussi s'écrire 

(4a) ro=<p(*o, **y,y\ /o = <P'(#o> *,j>y)- 

Si nous donnons à x et à x des valeurs numériques, les éga- 
lités (4i) et (4a) définissent une correspondance biuniforme 
(mais non Irrationnelle) entre les couples (y, y') et (yo>y'o)- 

Considérons, d'une manière générale, une correspondance bi- 
uniforme entre deux plans yOz et y Oz ; soit la correspondance 

y — Ayo, *o), ^o=/o(r, -s), 

où / et <?,/o et <p sont des fonctions méromorphes des deux va- 
riables. J'ai pu obtenir, au sujet de telles correspondances, 
quelques résultats généraux ( K ). J'ai montré notamment qu'elles 
se divisent en deux classes, suivant qu'il existe ou non une famille 
de courbes algébriques du plan yOz qui reste algébrique dans la 
transformation. Je conviens de dire que les correspondances de la 
première classe sont semi-transcendantes, au lieu que celles de 
la seconde classe sont essentiellement biunif ormes ( 2 ). 

(') Voir mes Leçons de Stockholm (p. /|82-485 et p. 5oi-5o9) et les Comptes 
rendus de l'Académie des Sciences de Paris, avril 1896. 
( } ) La correspondance biuniforme 

z — jz^ejO) «n — ifj 
est semi-transcendante. La combinaison des deux transformations 

conduit à la transformation essentiellement biuniforme 

Il existe d'ailleurs, ainsi que je l'ai montré, des correspondances biuniformes 
qui ne résultent pas de la combinaison de transformations semi-transccndanles. 
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La correspondance (4 1)» (4 2 ) est essentiellement biuniforme. 
En effet, donnons à x et x des valeurs arbitraires, et admettons 
que la correspondance soit semi-transcendante. 

J'ai établi (loc. cit.) qu'il existe alors deux fonctions algé- 
briques p{y,y) et R(yo> y ) telles qu'on ait 

Les variables #, x figurent analytiquement dans R el p. Don- 
nons à x une valeur numérique, laissons x arbitraire, et consi- 
dérons l'égalité 

Deux hypothèses sont possibles : ou bien u(x) dépend de deux 
constantes distinctes, et y s'exprime algébriquement en u, u 1 
{x figurant analytiquement); puisque u(x) renferme algébrique- 
ment ses deux constantes, il en est de même de y (x). Ou bien, 
u(x) ne dépend que d'une constante, soit C, et y(x) vérifie 
l'équation 

Cette équation ayant ses points critiques fixes, y(x) renferme 
algébriquement la deuxième constante. Ces deux hypothèses étant 
à rejeter, on voit que la correspondance (40> (4 2 ) esl essentielle- 
ment biuniforme. 

SO. Si nous développons y(x) suivant les puissances de 
(x — x ), les valeurs successives de y" (x ) 1 y f, (x ) y . . . sont des 
polynômes en XQ^y^y'^. ^ n a ^ onc 

P„ désignant un polynôme en x y x , y 0j y Q . 
La fonction [voir n° 23] 

y' 1 y'* r* 

n^^ — ^—zy^^—wl-xoyo-j y{z)dx> 

se laisse développer de la même manière, et, par suite, la fonction 

Y Y I *> { X) dX 



% 
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La fonction entière s(#) est donc rcpréscntablc par une série 
de polynômes en x, x 0y y , y 

(43) . ç(*) = £Q„(j% 2v.ro, .ri), 

cette série converge dans tout le plan de chaque variable or, x 0j 
yoiXoi e l ses termes Q /4 se calculent à l'aide de dérivations suc- 
cessives. 

Les fonctions y, y* de x, x 0j y , y se laissent, par suite, mettre 
sous la forme de quotients de développements tels que (43), soit 

— SR »(* « ^01^0^70 ) # _ s S<t (g, ^0^0,^ 0) # 

Il n'existe d'ailleurs aucun système de valeurs x, x , y Ql y' Q 

donnant à y et y* la forme -• C'est ce qui résulte aussitôt des é#a- 
lilés 

- _ jL ? ' - *: 

et de celte remarque que toute intégrale Ç(x) de (35) n'a que des 
zéros simples [voir n° 23]. La correspondance biuniforme (40i 
(4 2 ) ne possède donc (à distance finie) aucun point-base dans le 
champ des (y , y ), mais les valeurs jKo™ co^y' = cc sont des sin- 
gularités essentielles des fonction s y (j>' , y' ), y'iyo* JT )* 

. 31. Au développement (13), on peut substituer un développe- 
ment plus convergent en considérant l'équation 

et en développant y(x) suivant les puissances de a. Le développe- 
ment correspondant de Ç(x) est de la (orme 

Z(x) = A (x, x , y , y' ) -+-... -+- clJ \j{x, x , j' , y' ) -+-... ; 

les coefficients Ay désignent des fonctions entières de x qui se 
déduisent de la fonction *(x, 0, h) par des intégrations succes- 
sives; les A y sont également des fonctions entières de x 0f y 0i y . 
On peut de même, pour étudier l'intégra le y(x) dans le voisi- 
nage de x = a, considérer l'équation 

y" = (>j* -i- a -+- aj, 

xxviii. 16 
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et développer Ç(.r) suivant les puissances de a. Ces développe- 
ments sont fort utiles dans l'étude approfondie de la transcen- 
dante y (#); je me borne ici à les signaler. 

32. Résumé des résultats obtenus sur les équations 

Les résultats auxquels nous sommes parvenus se résument ainsi : 
Si une équation (C) (où A, B, C, D sont algébriques en x) a 
ses points critiques fixes, elle est réductible, par une transfor- 
mation 

(44) / = \(*)Y + |i(*), *=?(X), 
à la forme 

(ê) y" — zy-+- ^ar h- y (*» P, Y constantes numériques). 

Inversement, toute équation (c) a son intégrale générale 
méromorphe dans tout le plan des x. 

On sait reconnaître, à l'aide d'un nombre fini d'opérations algé- 
briques, si une équation donnée (C) a ses points critiques fixes : 
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'une certaine condi- 
tion algébrique (unique) entre b, B, C, D et leurs dérivées soit 
remplie. Les équations (C) qui répondent à cette condition se 
partagent en quatre classes, dont la première est constituée par. 
les équations linéaires (non homogènes) du second ordre, et 
dont les trois autres présentent le même degré de généralité que 
la première, et par suite dépendent aussi de trois fonctions arbi- 
traires de x. 

Les équations de ces quatre classes sont réductibles respecti- 
vement [par une transformation (44)] à un des quatre types : 

y = o, y=(>y, y=c>y+ l i, y=*y+x. 

Laissons de côté la première classe (équations linéaires). L'in- 
tégrale générale d'une équation de la seconde classe est de la 
forme 

(45) y = X(*)/>(X,o, /*)H-fi(*), 



% 
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avec 

p., i et y étant algébrique en x. Si l'équation est de la troisième 
classe, son intégrale est encoure de la forme (45), mais A et p. sont 
algébriques en x } et X est donné par une quadrature. Enfin, si 
l'équation est de la quatrième claa&e, elle est réductible, par une 
transformation algébrique (44)> à P équation 

(F) y" = 6y* -+- x. 

L'intégrale de cette dernière équation est une transcen- 
dante mèromorphe essentiellement nouvelle : cette Iranscen- 
dante se laisse mettre sous la forme 

où Ç(#) est une /onction entière essentiellement nouvelle 
définie par le système du troisième ordre 

\. =5 t., - h *W*-h xr/—* = o. 

Ç i 

La fonction y(x) est, par suite, représenlablc par le quotient 
de deux fonctions entières en x f x , y*,y\* dont le développe- 
ment peut être poursuivi indéfiniment à l'aide de simples 
dérivations. 

L'expression de y, y en y y' Q définit une correspondance 
essentiellement biuniforme entre les couples de variables (y, y') 

e l(.To,/o)- 

Il resterait à approfondir l'étude des transcendantes nouvelles 

)'(x) et Ç(x) au point de vue du genre, de la croissance pour 

x = oo, de la distribution des zéros, etc. 

Cette étude, où les travaux bien connus de M. Hadamard et 

de M. Borel doivent jouer un rôle important, sera développée 

dans la Monographie que je consacrerai à chacun des trois types 

nouveaux de transcendantes méromorphes qu'engendrent les 

équations (E) [voir le n° 3). Je me borne ici à signaler cette 

proposition : 
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Si y(x) est une intégrale particulière de (F), l'équation 
y(x) = A possède une infinité de racines quelle que soit la 
valeur {finie ou infinie) de A. La fréquence des racines pour 
x = co est la même quel que soit A. 

33. Les développements qui précèdent suffisent à faire com- 
prendre nettement la double méthode que j'emploie pour déter- 
miner les équations différentielles à points criliques fixes. Cette 
double méthode [recherche des conditions nécessaires pour que 
les points criliques soient fixes (n os 6-16), discussion de la suf- 
fisance des conditions (n" $ 17-23)], je l'ai exposée ici en détail en 
me restreignant aux équations (C); mais elle s'applique d'elle- 
même à toutes les équations du second ordre. 

Quand on passe aux équations d'ordre supérieur, la première 
partie de la méthode (recherche des conditions nécessaires) 
s'étend bien aisément, au lieu que la seconde partie soulève des 
difficultés croissantes. Pour montrer combien est facile et fécond 
l'emploi de la première méthode, je terminerai ce Mémoire par 
une application aux équations du troisième ordre. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIÈME O1I0RE. 

34. Considérons une équation différentielle 

(46) y"=R(^.r,/,.r"), 

où R est rationnel en y, y, algébrique en y, x, et cherchons à 
former des conditions nécessaires pour que cette équation ait ses 
points critiques fixes. 

Tout d'abord les premières conditions du n° 7 montrent que 
R doit être un polynôme en y" du second degré au plus ('). II 
sulfit, pour le voir, de poser y' = z, z 1 = u et d'étudier l'équa- 
tion (4^) dans le voisinage d'un pôle u =■ g(x,yj z) de R; puis 

de poser y = -> et d'étudier l'équation dans le domaine de v = o. 
Soit donc 

(47) ^ = y ,, L(/i/.*)-+-y , M(y ii? r,*)-f.N(y f jr >aP ). 



(') Ce résultat est bien connu, l'oir. par exemple, mes Leçons de Stockholm, 
p. /|3o- 13 ? . 



S 
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Pour poursuivre l'étude de l'équation dans le domaine de 
v*=*f je pose 

L'équation (^7) devient 

11 faut donc que l'équation 

ait son intégrale uniforme, ce qui exige que L(s) coïncide avec 
une des expressions du Tableau T (n° 10) où Ton a remplacé^ 
par z et où les lettres a, b, ... représentent des fonctions de 
x,y. Il faut ensuite que z(x) soit la dérivée' d'une fonction uni- 
forme et, en conséquence, n'ait que des pôles multiples. Celte 
condition, comme on le voit aussitôt, n'est remplie que par les 
expressions suivantes du Tableau (T) : 



H) 



(T,) 



o, —t 9 -^—7 — '^-!— (n entier positif ou négatif, mais j£±i\). 

y-k-a y-t-a v ' o > 

i / i i \ i i 

i\y'-i-a y'-ï-b/' y '-+- a liy'-k-b)' 

I 2 i 3 

I 5 2 / I I \ 

à(y-h«)"*"6(/-H6)' l\yT^^yTT) 9 

i 5 3 / i i \ 

i / _J ^ i ^ i\ 

•2 \ t y' ■+- a j' -+- y' h- c/ 

(a, 6, r fonctions de y, x). 

La fonction L( r', j/*, #) </oi / </o/?e coïncider avec une des 
expressions (T,). 

35. Je dis maintenant que tout pôle y' = g{y, x) des frac- 
tions rationnelles M et N en y' est pôle d y ordre i au plus et 
coïncide avec un des pôles de L. 

Substituons, en effet, à l'équation (47) 1° système 
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s\y'=g est un pôle de L, M, N, la valeur » = o est un pôle de 
L<, M,, N| et nous pouvons écrire 

^i = [<»(.r,g)-*-s(---)] — -*»[*(,?,*) -*■*(•■•)] 3 + ,* — ' 

[6c^o]; 

la quantité a est égale, d'après ce qui précède, soit à zéro, soit 

à i, soit à i ; les entiers y, k peuvent être nuls ou négatifs; 

mais si y et Arlo, la quantité a est différente de zéro. 
Le changement de variables 

l r s= la plus grande des deux quantités y et j 

donne au système (48) la forme 

= a ~ -+-60 ^y -+-«(...), si />— — 



Pour a = o, la seconde équation doit avoir son intégrale uni- 
forme. Mais d'après la discussion du n° 11, cela n'est possible que 
si l'on a 

Si l'on revient aux fonctions L, M, N, il est dès lors évident que 
tout pôle y= g de ces fonctions est simple et pôle de L. 

C Q. F. D. 

36. Je dis de plus que, pour j-'=ao, les expressions -p> — ?j 

restent finies. 

Tout d'abord, pour j'' = 00, L est de la forme 

±[„+...1 ^=0 ou i oui-i). 



2 



\ 
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Soient maintenant p et q les ordres d'infinitude de M cl N 
pour y f z=cc (p et q peuvent être nuls ou négatifs). 
Posons 

7 z' 
l'équation (47) devient 

[ dy _ ' 

( 5o ) , 

\ dtz - (ni ^'"r,.,/ m , i>(y,x) + z(... ) m . , c(,r,s)-t-*(.-.) 

F -7— r = ( 2 — «/■) I I-+-.3 (...)] H Z —. • 

Posons 

ar = a:o-l- ot r X, y =^o-+- a ' -! Y, 3 = aZ 

I r = la plus grande des quantités />, - ); 



il vient 

(' / ^ Z '* 1 Z ' / x • ^ 9 ~ 1 

= (a — «o)-j -f-^o — -+■«(...). s " P > ^~ 

z'* c ! <7 — t 

Mais la seconde équation (5i) ne peut avoir son intégrale uni- 
forme (pour a = o), que si Ton a 

r<i, 
c'est-à-dire 

/> = '» 7^3. c. Q. F. D. 

Les deux théorèmes qui précèdent limitent le degré de L, M, 
N ex y'. Si Ton pose 

L -D' M ~lV ÎS -D > 

X, |x, v, D désignant des polynômes en y 3 sans facteurs communs, 

toutes les formes possibles de rr eny f sont connues ; le degré de D 

en j^ est au plus égal à 3, et les degrés de jx, v dépassent au plus 
d'une et de trois unités respectivement le degré de D. Cette limi- 



9 



> 
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talion est entièrement analogue à la limitation, dans le cas du 
second ordre, du degré de l'équation en y (voir n° 12). 

37. Mais les conditions nécessaires que fournit la méthode sont 
bien loin d'être épuisées. 11 faut notamment que, pour a = o, les 
équations (49) et les équations (5i) (où l'entier r est égal à 1) 
aient leur intégrale uniforme. J'insisterai seulement sur celle 
dernière condition. 

Ecrivons l'équation (4y) sous la forme 

y** 
y = J --r[a(y t x) -+- e] -+-/>'[*(>, x) 4- e, J-h/^cf/, x) -+- e,], 

e, E|, e 2 tendant vers zéro avec -,» et faisons le changement de va- 
riablcs :x = #o-haX. L'équation devient 

y=-rr a (y> x ») +}''/*>(?> *o) -f-y 3 c(7, x ) -+- <x(. . .)• 

Convenons d'appeler simplifiée de l'équation (47 ), l'équation 
(52) y"=^-ra(y,x )+yyb(y t x )-h/*c(y,x») 

(x désignant une valeur numérique quelconque). Cetle équation 
[qui équivaut au système (5i) où l'on annule a], doit avoir son 
intégrale uniforme. 

Celle équation (5**) ne change pas dans la transformation 

x = aX-f p. 

Il suit de là nue l'expression v = —■' v doit vérifier une équation 

1 ■ / djr\ l 

du premier ordre, (|ii'on forme aussitôt. On trouve 

th 

- — — v* ( •> — a ) -+• vb — c\ 
(h 

La quantité a est égale à ( 1 ) , n désignant un entier positif, 

négatif ou infini, mais différent 'de — 1. En remplaçant v par 



5* 
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w. on ramène l'équation de Riccati à la forme 

dw . , n + i 

-; \-m>* — wb — c = o. 

dy n 

En définitive, l'équation (5s) équivaut au système 

. ro . dx -^, d 1 u , . ^du t i\ . , 

(53) ^ = «—, _ = 6<,)^ +(.-♦- -)c00«. 

Un problème préliminaire s'impose donc : 

Déterminer tous les cas où les fonctions y (x) définies par 
le système (53) sont uniformes. 

Pour n = — a et b = o, les fonctions uniformes y{x) définies 
par le système (53) constituent la classe des fonctions auto- 
morphes (fuchsiennes et kleinéennes). 

La résolution du problème préliminaire que je viens d'énoncer 
n'est pas sans présenter des difficultés assez sérieuses. Je me 
borne ici à énoncer le résultat général auquel je suis parvenu : 
Quand les fonctions y(x) définies par un système (53) sont 
uniformes, ce sont ou des fonctions automorphes ou des com- 
binaisons de dégénérescence de fonctions automorphes {com- 
binaisons telles que y = e e ', etc.). 

38. Le seul exemple des équations fuchsiennes [équations (53) 
où n = — 2 et b = o] suffit à montrer qu'à l'inverse de ce qui se 
passe pour le second ordre, les équations (47) à points critiques 
fixes ne sont pas réductibles à un nombre fini de types dépendant 
d'un nombre fini de fonctions et de constantes. De plus, l'intégrale 
d'une équation (4/) peut être une transcendante uniforme nou- 
velle non méromorphe : elle peut présenter des singularités essen- 
tielles mobiles [c'est ce qui aura lieu sûrement si l'intégrale ^(:r) 
de la simplifiée (52) n'est pas méromorphe] ; ces singularités peu- 
vent former des ensembles parfaits (et notamment des lignes); 
et cette circonstance se présentera sûrement si elle se présente 
pour la simplifiée (5?.). 

Sans avoir approfondi encore dans tous leurs détails les rela- 
tions qui existent entre une équation (47) à points critiques fixes 
et sa simplifiée (52), j'ai pu constater que, plus les singularités 
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de l'équation (52) sont compliquées, plus l'intégrale de (47) se 
déduit aisément de l'intégrale de (5a). Quand l'intégrale de (52) 
présente des ensembles parfaits de singularités, il me paraît vrai- 
semblable que l'intégrale de (47) se déduit par quadratures de 
l'intégrale de (52). Comme je viens de le dire, il est évident que, 
dans ce cas, l'intégrale de (47) présente aussi des ensembles par- 
faits de singularités; mais il y a lieu de présumer que la réciproque 
est vraie. 

Je n'insisterai pas davantage sur ces derniers résultats dont je 
ne possède pas encore de démonstration rigoureuse. Les résultats 
acquis suffisent à montrer qu'une partie au moins des plus grosses 
difficultés qu'entraîne l'élévation de l'ordre différentiel se trouvent 
dès maintenant surmontées par les travaux de M. Poincaré sur 
les fonctions automorphes. 

39. Equations différentielles d'ordre quelconque. — Toutes 
les propositions qui précèdent ont leurs analogues dans l'étude 
des équations différentielles algébriques du troisième ordre ou 
d'ordre plus élevé. Bornons-nous, pour terminer, à considérer les 
équations d'ordre q 

(54) a- =R[x,y,£, .... s ^ ±i , -£--] 

* r> r .• 11 di- x y di-*Y . ,. . 

ou n est une traction rationnelle en , _ t > - — ±^ , algébrique en 

di-*y dy 

d^' ' "S'^*- 

Cherchons à mettre en évidence les conditions les plus simples 
qui sont nécessairement remplies quand l'équation (54) a ses 
points critiques fixes. 

Écrivons l'équation ainsi : 

(55) gjj^j = u y -^ = R(x,y, y\ ...,y*-*\ u y a'). 

i° R doit être un polynôme en u f du second degré au plus, 
résultat connu qu'on retrouve comme plus haut. Soit donc 

R = Li*'*-t-Mw'+N 
( L, M, N rationnels en u, algébriques en y { v-* } , . . . , y\ y* x). 
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2° L doit coïncider avec une des expressions 



i 
i — 



— — > » -( 1 r) (n entier h- ou < 2 — au 



expressions auxquelles il faut joindre 



I'il . 

pour gr S 7, 



2(M-f-«) 3 M-f- 6 

i 3 



pour g £ 5, 



a ( a -h a ) 4 ( a -h 6 ) 

(a, 6 fonctions algébriques de .JV-s» . . . , J^i, JS &)• 

Il suffit, pour le démontrer, de raisonner comme au n° 34», 
et d'effectuer, dans l'équation (54), la transformation 

a? = ar -HaX, j =^ + ^( x _ Xo ) H -...^^ : _^( x _- iro )7-»4-a7--» Y. 

En faisant a = o, on voit que le système 

dv-*y d^u , -f , ,„ _, , . 

doit avoir son intégrale uniforme. Ce qui exige que L coïncide 
avec une des expressions énumérées. 

3° Tout pôle u = g(y<i"*>, . .., y, y, x) de L, M, N est 
pôle du premier ordre au plus, et sûrement pôle de L. De 

plus, les expressions —y — sont Jinies pour u = oe. 

On le voit en raisonnant comme aux n os 35 et 36. 
On substitue à l'équation (54) le système 

di- t v „ z'* . . . z' .. . ,, c + z(...) ,. x 
-j—^^z + g, z'= _ [« + *(...)]-+- 5 l* + *(-..)]-«- -^ ; («). 



(') Pour u = x, on remplace la première équation par 

di-*y __ i 
ci a*- 1 ~~ z" 
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et l'on emploie la transformation 



1 



x = ar -+- a X, 5 = a r Z, 

i -h k 
r désignant le plus grand des deux nombres/, — ■ — ('). 

Le degré de L, M, N en u se trouve dès lors limité. 
4° Écrivons l'équation (54) ainsi : 



(56) 



//<7— 3 v d*t t n * 



a, 6, c étant indépendants de*", *', algébriques en Jeten s y ( ?~* ) , ..., 
y*** Xi x i el ' es quantités e, e l? e 2 (indépendantes de t") tendant 

vers zéro avec —• Représentons par a (0? ^o(0* c o(0 ce que de- 

viennent a, 6, c, quand on y donne à y { v~ A) , . . ., y* y y, x des 
valeurs numériques. Convenons enfin d'appeler simplifiée de (54) 
l'équation 

/ r * d.9— * V 

(5 7 ) r = a f (0 7 +MO<'' , + co(0' ,I f où l=s 2ïî5 # 

*St l'équation (54) « ses points critiques fixes, la simpli- 
fiée (57) a son intégrale uniforme. On le voit (comme au n°37) 
en introduisant dans (54) la transformation 

I! (7 — 4) ! 

puis en faisant a = o. 

L'équation (5-) équivaut à un sjslcme(53), à savoir le système 



dx — — fl*v _ . x dv f \\ 



= P " + », 



(58) { dt dt 

(/i = entier -t- ou < 2 — ^ ou n = 00), 



(') Pour u — x, on remplace, dan* la dernière égalité, a7- 2 Y par a **Y. 
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suivi des quadratures définies par l'égalité 

-5 sf = t(x). 

11 faut d'abord que chaque fonction t{x) définie par (58) soit 
uniforme; il faut de plus qu'elle soit la dérivée (q — 3) iùrae d'une 
fonction uniforme. 

Ce ne sont là que les premières et les plus simples des condi- 
tions nécessaires qui découlent de la méthode. Mais, sans qu'il 
soit nécessaire de les pousser plus loin, elles mettent en évidence 
l'importance primordiale que présente, dans l'étude systématique 
des équations différentielles à intégrale générale uniforme, la 
théorie des transcendantes uniformes t(x) engendrées par un sys- 
tème (58) et par conséquent des transcendantes fqchsiennes. 



PROPRIÉTÉ CARACTÉRISTIQUE DO CYLINDROÏDE; 
Par M. Paul Appell. 

On sait que Sir Robert Bail a introduit, à propos de la com- 
position des forces appliquées à un solide, un certain conoïde 
droit appelé cy lindroïde ; il a montré que cette surface réglée 
partage, avec les cylindres, la propriété que le lieu des projec- 
tions d'un point quelconque de l'espace sur les génératrices 
est une courbe plane. On trouvera un résumé des travaux de 
Sir Robert Bail à la fin du Mémoire intitulé : The twelfth and 
concluding Memoir on the theory of screws, by Sir Robert Bail 
( Transactions of the Royal Iris h Academy, vol. XXXI, 1898). 

Après avoir établi que le cy lindroïde est le seul conoïde droit 
possédant cette propriété ( l ), j'ai été conduit à penser que c'est, 
en dehors des cylindres, la seule surface réglée qui la possède. 
Dans une lettre qu'il m'a adressée en 1899 Sir Robert Bail donne 
également cette propriété comme très vraisemblable. Je ne sais 
s'il en a publié une démonstration; en voici une d'un caractère 
tout à fait élémentaire : 



(' ) /tevue de .Mathématiques spéciales, juin i8<>5 ( Nony). 
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1. Je m'appuierai d'abord sur la proposition suivante : Soient 
trois plans P|, P 2 , P 3 passant par une même droite D et une droite 

mobile G rencontrant ces plans respectivement en trois points M,, 

M M 
M 2 , M 3 tels que le rapport * f * soit constant : alors, si la droite 

ne rencontre pas D (cas où le rapport est indéterminé), elle 
reste parallèle à un plan fixe parallèle à D. 

En effet, on voit facilement par la Géométrie élémentaire que 
la projection de la droite G sur un plan perpendiculaire aux trois 
plans fixes se déplace parallèlement à elle-même. 

2. Imaginons maintenant une surface réglée telle que le lieu des 
projections d'un point quelconque A de l'espace sur ses généra- 
trices soit une courbe située dans un plan P; nous dirons, pour 
abréger, que ce plan P correspond au point A. Nous montrerons 
d'abord qu'il est absurde de supposer que les génératrices de la 
surface ne sont pas parallèles à un même plan. En effet, suppo- 
sons une droite G qui se déplace sans rester parallèle à un plan 

fixe : soient G|, G 2 , G' trois positions déterminées de cette droite 
non parallèles à un même plan. Nous allons montrer que, si la sur- 
face possède la propriété indiquée, ses génératrices rencontrent 
toutes une droite fixe quelconque s'appujant sur G« elG 2 . Pre- 
nons sur G| et G 2 deux points fixes F| et F 2 choisis de telle façon 
que la droite F, F 2 ne rencontre pas G'. Cela est évidemment pos- 
sible, car les génératrices G t , G 2 , G 7 , étant supposées non parallèles 
à un même plan, ne sont pas dans un même plan. Menons par les 
points F| et F 2 des plans perpendiculaires à G| et G 2 ; ces plans 
se coupent suivant une droite A. Prenons maintenant sur G' trois 
points fixes H t , H 2 , H 3 et menons par ces trois points des plans 
perpendiculaires à G'; ces plans couperont A en trois points A f , 
A 2 , A 3 . Par hypothèse, le lieu des projections du point A| sur 
toutes les génératrices est situé dans un plan P, ; ce plan est le 
plan F, F a ll t , car F,, F 2 et H f sont les projections de A, sur les 
génératrices spéciales G l? G 2 , G'. De même les plans P 2 et P 3 cor- 
respondant a A 2 et A 3 sont les plans F,F 2 H 2 , F|F 2 H 3 ;ces trois 
plans passent par une même droite D, la droite F,F 2 . 

Prenons maintenant une génératrice variable G se déplaçant 
d'une manière continue ; celte droite rencontre les plans P,, P 2 , P 3 
en trois points M», M 2 , M 3 qui, par hvpothèse, sont les projections 



* 
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des points A l9 A 2 , A 3 sur G; quand cette droite varie, le rapport 

M t M, 
M, M, 

A* A» 

reste constant comme égal à . > car les points A,, A 2 , A 8 sont 

en ligne droite. Alors, d'après le lemme 1, ou bien la droite G 
rencontre la droite D (F,F 2 ), ou bien elle est parallèle à un plan 
fixe. Mais comme nous écartons celte dernière hypothèse, la droite 
mobile G rencontre la droite fixe F|F a . 

Ainsi, en prenant deux génératrices G| etG 2 , ton le au Ire géné- 
ratrice G devrait rencontrer toute droite F, F 2 s'appuyant sur Qt K 
et G 2 ; ceci est impossible si la surface ne se réduit pas à un plan. 

3. D'après ce qui précède, les génératrices sont nécessairement 
parallèles à un plan directeur. Nous écartons le cas où elles 
seraient parallèles à une directrice fixe (cas du cylindre), et nous 
allons montrer que ces génératrices rencontrent nécessairement 
une droite fixe perpendiculaire au plan directeur, de façon à 
former un conoïde droit. 

Soient G, et G 2 deux génératrices fixes non parallèles, A, A 2 la 
perpendiculaire commune à ces deux génératrices, droite qui est 
perpendiculaire au plan directeur. Nous allons montrer que les 
génératrices rencontrent toutes la droite A t A 2 . Prenons, en effet, 
une génératrice variable G : cette droite, étant parallèle au plan 
directeur, se déplace en restant perpendiculaire à A| A 2 . Soit A un 
point fixe pris sur la droite A, A 2 : par hypothèse, le lieu de la pro- 
jection M du point A sur la génératrice G est dans un plan P; mais 
les points A, et A 2 appartenant au lieu, le plan P passe par la 
droite A| A 2 . 

Dès lors, si le point M ne se trouve pas sur A, A 2 , la droite G 
est perpendiculaire au plan fixe P, car elle est perpendiculaire 
aux deux droites AM et A, A 2 de ce plan : la droite G étant per- 
pendiculaire à un plan .fixe aurait une direction fixe, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 11 faut donc que Ja génératrice G ren- 
contre A| À 2§ , et la surface est un conoïde droit. 11 est alors aisé de 
voir que c'est un cylindroïde; c'est ce que nous montrerons en 
reproduisant la démonstration que nous avons donnée dans la 
Revue de Mathématiques spéciales en juin 189;*). 
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4. Trouver un conol.de droit tel que le lieu des projections 
d'un point quelconque sur ses génératrices soit une courbe 
plane. 

Prenons pour axe Os la directrice rectiligne du conoïde et 
pour plan x Oy le plan directeur, supposé perpendiculaire à Oc. 
Les équations d'une génératrice peuvent s'écrire 

y=mx, * = ? (m), 

ou encore, en désignant par &(m) une fonction convenablement 
choisie, 

(l) y = mx, *=-! -, 



i -*- ni 



Prenons un point quelconque (a, fï, y) de l'espace : le plan 
projetant ce point sur la génératrice est 

(a) x — a ■+- m(y — p) = o. 

Les coordonnées de la projection du point a, (3, y sur la géné- 
ratrice s'obtiennent en résolvant les équations (i) et (2) 

(3) *=- £» y = m . , _, > z = T 



t -+- m* 1 h- m 2 1 -+- m 1 

Quel que soit m, ce point doit être dans un plan 

A x ■+■ Bj' -+- C z -+- D = o, 
dont les coefficients sont fonctions de a. [3, y. On a donc 

(4) A + mB(« + mJ) + Ci|i(m) + D(i-+- w*) = o. 

Celte relation doit avoir lieu identiquement quels que soient 
a, p, y et m; donc, en donnant à a, [3, y des valeurs constantes, 
d'ailleurs arbitraires, on voit que <i(/w) est nécessairement, d'a- 
près (4), une fonction du second degré de /w, 

<J/ ( m ) = a/n* -4- 6m -4- c, 

a, 6, c désignant des constantes. D'ailleurs cette forme nécessaire 
de "\{m) est suffisante, comme nous allons le vérifier en montrant 
que le conoïde défini par 

am*-\- bm -4- r 

y — mr, z — 
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possède la propriété demandée. Ce conoïde a pour équation 

a y* ■+- bxy -+- ex* 

On peut simplifier cette équation de la façon suivante : Trans- 
portons d'abord l'origine en un point O', z = X, de l'axe des z. 
Nous aurons z = "k 4- z' et la nouvelle équation sera 

(a — X)^ s -+- bxy -+- (c — \)x* 

z = ■ • 

x* -h y* 

On peut déterminer X de façon que la forme quadratique du nu- 
mérateur, égalée à zéro, représente deux droites rectangulaires 
O'x' et OV : il suffit de faire 

a -+- c — i\ = o. 

La constante a étant ainsi déterminée, on peut prendre pour 
nouveaux axes des x' et des y' ces deux droites O'x' et O f y f : 
l'équation prend alors la forme 

-xkx'v' 



a?'«-t-yt 



À désignant une constante. C'est là, sous sa forme la plus simple, 
l'équation du cylindroïde. 

La propriété caractéristique est alors aisée à vérifier. 

5. Quand on veut aborder le problème directement par voie 
analytique, les calculs paraissent compliqués. On pourrait, comme 
point de départ, étudier la surface suivante : 

Etant donnes trois points fixes A«, A 2 , A a et trois plans 
fixes P f , P 2 , P 3 , trouver le lieu d y une droite G telle que les 
projections des points A t , A 2 , A 3 sur cette droite soient respec- 
tivement dans les plans P f , P 2 , P 3 . 
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SUR PLUSIEURS GROUPES SIMPLES; 
Par M. G. -A. Miller. 

Mathieu a établi l'existence d'une fonction cinq fois transitive 
de s4 éléments avant 19! : 48 valeurs (*). L'objet de celle Note 
est de prouver que le groupe (G 21 ) de cette fonction et chacun 
de ses sous-groupes maxima de degrés 2 1 , 22, 23 (G 21 , G 22 , G 23 ) 
sont des groupes simples. 

Le groupe G 24 con lient un sous-groupe inlransitif d'ordre 48, 
les systèmes d'intransitivilé étant 16 et 3; ce sous-groupe est com- 
posé de 32 substitutions de degré 18 et d'ordre 3, i5 substitutions 
<le degré 16 et d'ordre 2 et de la substitution identique ( 2 ). 
Puisque ce groupe d'ordre 48 ne peut contenir plus de deux sub- 
stitutions qui transforment en lui-même u:î sous-groupe d'ordre 5 
et de degré 20, nn sous-groupe maximum G 20 , de degré 20, con- 
tenu dans G 2 * devra renfermer précisément 96 sous-groupes 
d'ordre 5 et 160 sous-groupes d'ordre 3. Il suit de la qu'aucun 
sous-groupe de G 20 ne peut posséder toules ses substitutions 
d'ordre 3 ou toutes ses substitutions d'ordre 5. Par conséquent 
G 20 ne peut avoir d'autre sous-groupe invariant que la substitu- 
tion identique et, peut-être, un sous-groupe d'ordre 16. Il existe 
effectivement un sous-groupe invariant d'ordre 16 et Je groupe 
G 20 est, par rapport à ce sous-groupe, isomorphe au groupe de 
l'icosaèdre ; mais nous n'utiliserons pas ce fait dans notre dé- 
monstration. 

Passons à la considération des sous-groupes de degré supérieur 
contenus dans G 2 '. Supposons que G 21 contienne un sous-groupe 
invariant R ne se réduisant pas à la substitution identique. 
Puisque G 21 est primitif, K doit être transitif; il doit donc conte- 
nir tous les sous-groupes d'ordre 7 de G 21 . Le pJus grand sous- 
groupe de G 21 qui appartient à G 20 est d'ailleurs un sous-groupe 
invariant de G 211 ; nous concluons de là que K est d'ordre 21 ou 
d'ord re 16.21. 



(') Journal de Liouville, t. 18, p. a5; 187,3. Mathieu déclare avoir trouvé 
celte fonction antérieurement;/^/., t. 6, p. afi; 1861. Cf aussi Jordan, Comptes 
rendus, t. L\\î\, p. n5o. 

( 2 ) Journal de Liouville, t. 18, p. 39; 1873. 
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Mais aucun de ces ordres n'est admissible, puisque G 21 ne peut 
contenir plus de 6.6.7 substitutions qui transforment l'un de ses 
sous-groupes d'ordre 7 en lui-même (le nombre effectif de ces 
substitutions est 21), ce qui exige qu'il renferme plus de 16.21 
substitutions d'ordre 7. Il en résulte donc que G 21 est simple. 

Il est intéressant de faire observer que G 21 est un groupe simple 
du même ordre que le groupe alterné de degré 8. Ces deux groupes 
ne peuvent être isomorphes, car G 21 renferme un sous-groupe 
d'ordre 960, et le groupe alterné de degré 8 ne possède aucun 
sous-groupe de cet ordre (■). 

Supposons maintenant G 22 composé, il contiendra un sous- 
groupe invariant régulier, puisque G 21 est simple et transitif. Ce 
sous-groupe régulier devra renfermer toutes les substitutions 
d'ordre 1 1 appartenant à G 22 , et, comme ceci est manifestement 
impossible, G 22 est simple. Il est maintenant évident qu'il en sera 
de même de G 23 ( 2 ). 

Passons à l'examen de G 24 . S'il est composé, il renfermera un 
sous-groupe invariant régulier; mais ceci est impossible, puisque 
chaque groupe d'ordre 24 contient au moins un sous-groupe 
caractéristique, la substitution identique ( 3 ). Le groupe G 2 * est 
donc simple. 

Je ferai remarquer, en terminant, que la liste des groupes simples 
connus donnée par M. Dickson [Bulletin of the American Mathe- 
matical Society , juillet 1899) ne contient aucun groupe simple 
de même ordre que les groupes considérés G 22 , G 23 , G 2 *. Il y a, 
par conséquent, une erreur dans ma Note : Sur la fonction cinq 
fois transitive de 24 éléments et de 19! : 48 valeurs [Messenger 
of Mat hématies, avril «898). Chacune des substitutions d'ordre 2 
et de degré 16 qui y sont données est transformée en elle-même 
par 16 substitutions de G 24 , qui ne change aucun de ses systèmes 
d'intransitivité, et non pas par 2 substitutions comme il est sup- 
posé dans le raisonnement, p. 190 de cette Note. 

Cornell University, Février 1900. 

(') American Journal of Mat hématies, vol. XXI, p. 335; 1899. Cf aussi 
Bulletin of the American Mathematical Society, vol. V, p. a35; 1899. 

( 2 ) Proceedings of the London Mathematical Society ; vol. XXI, p. 148; 1899. 

( 3 ) Quarterly Journal of Mathematics, vol. XXVIII, p. 274; 1896. 
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COMPTES RENDIS. DES SÉANCES. 



SÉANCE DU 4 JUILLET 1900. 

PRKSIDRNCE DE M. ANDRÉ. 

Communications : 



M. Touche : Sur tes lignes triplement orthogonales autour 
d'un ellipsoïde de révolution. 

M. Lean : Sur ta possibilité d'une langue universelle. 



SÉANCE DU 18 JUILLET 1900. 

PRÉSIDENCE l)K M. TOUCHE. 

M. dk Montcheuïl adresse la Note suivante : 

Généralisation des formules de M. Schwarz 
relatives aux surfaces minima. 

Soient données douze fonctions arbitraires d'une variable indé- 
pendante à 

x,y,z,u\ X, Y, Z, U; V, Y,Z, U' 

que nous écrirons x„, j ln . . . quand on y fera \ = X«. 

Soient données entre ces fonctions les relations suivantes : 

X dr -- Y rf/ + Z(/; + U du = o, X* -+- Y* -h Z* = i , U = #, 
X'dx -f- \'dy -h A'dz -h V'eiu = o, X'i-h Y* -+- Z* = i, lï' = o. 

Posons 

(dy y Z, m = i> r </x 

et désignons par — DjrfX, D- rfX, — D lt cfh les déterminants 
qu'on déduit du premier par permutation des lettres x,y> ..., 
\ Y V Y' 

Posons encore 



/dx* -+- dy* -+■ dz* -+- du* ,. 
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Les formules proposées seront alors les suivantes 



.r = f-j f pD x <A, 

y-iî±i!H-î r ,, r iD s rfx, 

* * -A. 

Si Ton fait dans ces formules 

« = o, X'=X; Y'=Y; Z = Z, 

on retrouve les formules de M. Schwarz relatives aux surfaces 
mini ma. 

D'ailleurs on peut donner de ces formules l'interprétation sui- 
vante ; 

i° Les trois premières formules définissent les coordonnées 
d'une surface quelconque 2 engendrée par la translation d'une 
courbe de forme invariable, et passant par une courbe donnée de 
coordonnées x,y, z. 

2° La surface S admet tout le long de la courbe donnée, un 
plan tangent de cosinus directeurs donnés X', Y', Z\ 

3° La surface S est la développée moyenne d'une surface S, 
admettant un plan tangent de cosinus directeurs donnés X, Y, Z 
tout le long de la courbe, correspondant à la courbe donnée sur 
la surface 2. 

4° Tout le long de cette même courbe, la surface S admet une 
courbure donnée — iu. 

5° La fonction — iu 1 définie parla quatrième formule, représente 
la courbure moyenne en un point quelconque de la surface S. 
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SÉANCE DU 21 JUILLET 1900. 

PRÉSIDENCE DE M. BIOCHE. 



La Société, réunie en Assemblée générale, adopte, à l'unani- 
mité des suffrages exprimés, après quelques modifications de dé- 
tail, les propositions qui ont été soumises aux différents membres 
dans la circulaire du 2 juillet 1900. 



FIN DU TOME XXVIII. 



Erratum du tome XXYIII. 
Page 64, dans la formule qui donne y, permuter sinw, et cosu,. 
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l'Analyse. Eléments de la théorie des courues et des sur/aces. Grand 
in-8, avec figures; 1897 7 fr. 5o c. 
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